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� 1. Àáñîëþò è ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà

ïëîñêîñòè Ĥ. Ìåòðè÷åñêèå ôîðìóëû

Ãèïåðáîëè÷åñêóþ ïëîñêîñòü Ĥ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ðàññìàòðèâàåì â

ïðîåêòèâíîé èíòåðïðåòàöèè Êýëè �Êëåéíà íà âíåøíåé îòíîñèòåëüíî îâàëüíîé

ëèíèè γ îáëàñòè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè P2. Ëèíèþ γ íàçûâàåì àáñîëþòîì

ïëîñêîñòè Ĥ (ðèñ. 1). Ãðóïïà G ïðîåêòèâíûõ àâòîìîðôèçìîâ îâàëüíîé ëèíèè

ÿâëÿåòñÿ îáùåé äëÿ ïëîñêîñòè Ĥ è ïëîñêîñòè Λ2 Ëîáà÷åâñêîãî ôóíäàìåíòàëü-

íîé ãðóïïîé. Ïëîñêîñòü Ĥ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ëèñòó Ìåáèóñà áåç

êðàÿ [1, 2].
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плоскость 
Лобачевского

гиперболическая плоскость 
положительной кривизны

Ðèñ. 1. Àáñîëþò γ ïëîñêîñòè Ĥ

Îäíîé èç ðåàëèçàöèé ïëîñêîñòè Ĥ ÿâëÿåòñÿ ñôåðà äåéñòâèòåëüíîãî ðàäèóñà

ñî ñêëååíûìè äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûìè òî÷êàìè â ïñåâäîåâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå R3
1 (ðèñ. 2), ò. å. ïëîñêîñòü Ĥ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîé ìîäåëüþ

ïëîñêîñòè äå Ñèòòåðà [3 � 17].

Ïðÿìûå ïëîñêîñòè Ĥ òðåõ òèïîâ: ãèïåðáîëè÷åñêèå (ýëëèïòè÷åñêèå), ïåðå-

ñåêàþùèå àáñîëþò â äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ðàçëè÷íûõ (ìíèìî ñîïðÿæåííûõ)

òî÷êàõ, è ïàðàáîëè÷åñêèå, êàñàòåëüíûå ê àáñîëþòó.

Ñ ïîìîùüþ àáñîëþòà íà ãèïåðáîëè÷åñêèõ (ýëëèïòè÷åñêèõ) ïðÿìûõ ïëîñêî-

ñòè Ĥ ìîæíî ââåñòè ãèïåðáîëè÷åñêîå (ýëëèïòè÷åñêîå) èçìåðåíèå ðàññòîÿíèé

ìåæäó òî÷êàìè. Ïàðàáîëè÷åñêèå ïðÿìûå ÿâëÿþòñÿ èçîòðîïíûìè íà Ĥ [18].



Ðèñ. 2. Èçîòðîïíûé êîíóñ è ñôåðû ìíèìîãî è äåéñòâèòåëüíîãî ðàäè-

óñîâ â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3
1

Ïðè ââåäåíèè îðòîãîíàëüíûõ îðèöèêëè÷åñêèõ êîîðäèíàò èñïîëüçóåì êàíî-

íè÷åñêèé ðåïåð R âòîðîãî òèïà, óðàâíåíèå àáñîëþòà ïëîñêîñòè Ĥ â êîòîðîì

èìååò âèä

x1x2 − x23 = 0.

Äëèíó |AB| îòðåçêà ìåæäó òî÷êàìè A (ap), B (bp) ýëëèïòè÷åñêîé ïðÿìîé

(îòðåçêà èëè êâàçèîòðåçêà ìåæäó òî÷êàìè A (ap), B (bp) ãèïåðáîëè÷åñêîé

ïðÿìîé) â ðåïåðå R ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

cos
|AB|
ρ

= ± a1b2 + a2b1 − 2a3b3

2
√
a1a2 − a23

√
b1b2 − b23(

ch
|AB|
ρ

= ± a1b2 + a2b1 − 2a3b3

2
√
a1a2 − a23

√
b1b2 − b23

)
. (1.1)

Åñëè íåèçîòðîïíûå ïåðåñåêàþùèåñÿ (ðàñõîäÿùèåñÿ) ïðÿìûå a, b èìåþò êî-

îðäèíàòû a (ap), b (bp), òî âåëè÷èíó âb óãëà ìåæäó íèìè â ðåïåðå R ìîæíî

âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

ch âb = ± 2a1b2 + 2a2b1 − a3b3√
4a1a2 − a23

√
4b1b2 − b23(

cos âb = ± 2a1b2 + 2a2b1 − a3b3√
4a1a2 − a23

√
4b1b2 − b23

)
. (1.2)

2



� 2. Îâàëüíûå ëèíèè ïëîñêîñòè Ĥ

Òåîðåìà 1. Îñíîâíûå ãåîìåòðè÷åñêèå êîâàðèàíòû è ñâîéñòâî ëèíèè

áûòü âûïóêëîé îïðåäåëÿþò âîñåìü òèïîâ ñîáñòâåííûõ îâàëüíûõ ëèíèé ïëîñ-

êîñòè Ĥ [19] è ñåìü òèïîâ íåñîáñòâåííûõ îâàëüíûõ ëèíèé (ðèñ. 3).

1                                     2                                           3

4                                      5                                           6

7                                      8                                           9

10                                   11                                         12

13                                    14                                      15

Ðèñ. 3. Àáñîëþò ïëîñêîñòè Ĥ èçîáðàæåí êðàñíîé îâàëüíîé ëèíèåé.

Îäíîïîëîñòíàÿ áèãèïåðáîëà (1 ), äâóïîëîñòíàÿ áèãèïåðáîëà (2 ), îäíî-

ïîëîñòíàÿ äâóõâåòâåâàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïàðàáîëà (3 ), äâóïîëîñòíàÿ

äâóõâåòâåâàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïàðàáîëà (4 ), îäíîâåòâåâàÿ ãèïåðáîëè÷å-

ñêàÿ ïàðàáîëà (5 ), ãèïåðáîëà (6 ), ïàðàáîëà (7 ), ãèïåðáîëè÷åñêèé öèêë

(8 ), ýëëèïòè÷åñêèé öèêë (9 ), âûïóêëàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ïàðàáîëà (10 ),

íåâûïóêëàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ïàðàáîëà (11 ), îðèöèêë (12 ), âûïóêëûé ýë-

ëèïñ (13 ), íåâûïóêëûé ýëëèïñ (14 ), ãèïåðöèêë (15 )

Öèêëû ïëîñêîñòè Ĥ èç âñåõ îâàëüíûõ ëèíèé âûäåëèì ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

äëÿ êàæäîé òî÷êè M öèêëà σ ïëîñêîñòè Ĥ ñóùåñòâóåò òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå

f ãðóïïû G, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî çíà÷åíèÿ n fn(M) ∈ σ.
Èçîáðàæåíèÿ öèêëîâ ïëîñêîñòè Ĥ ïðèâåäåíû Ô.Êëåéíîì â êíèãå ¾Íååâêëè-

äîâà ãåîìåòðèÿ¿ (ñòð. 196, ÷åðò. 117�119; ñòð. 247, ÷åðò. 148�150).



� 3. Îðèöèêë

Ïîçèöèîííîå îïðåäåëåíèå. Îðèöèêëîì ïëîñêîñòè Ĥ íàçûâàåì îâàëüíóþ

ëèíèþ, êàñàþùóþñÿ àáñîëþòà â ÷åòûðåõ ñëèâøèõñÿ òî÷êàõ.
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Ðèñ. 4. Îðèöèêëû ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî è ïëîñêîñòè Ĥ

Ëèíèÿ, çàäàííàÿ â ðåïåðå R óðàâíåíèåì

qx22 − x23 + x1x2 = 0, q ∈ R, q 6= 0, (3.1)

êàñàåòñÿ àáñîëþòà â ÷åòûðåæäû âçÿòîé òî÷êå A2. Ïðè q < 0 (q > 0) âñå òî÷êè

ëèíèè (3.1), çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè êàñàíèÿ, íàõîäÿòñÿ âíóòðè (âíå) àáñîëþòà.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè q < 0 ëèíèÿ (3.1) ÿâëÿåòñÿ îðèöèêëîì ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâ-

ñêîãî, à ïðè q > 0 � îðèöèêëîì ïëîñêîñòè Ĥ.

Ìåòðè÷åñêè õàðàêòåðèçîâàòü îðèöèêë ïëîñêîñòè Ĥ ìîæíî ïî àíàëîãèè ñ

îðèöèêëîì ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A � ñîáñòâåííàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè Ĥ, K � òî÷êà

àáñîëþòà. Îðèöèêë ñ íåñîáñòâåííîé òî÷êîé K, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó A,

ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ω âñåõ òî÷åê M ïëîñêîñòè Ĥ, äëÿ êîòîðûõ

∠AMK ∼= ∠MAK.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì óðàâíåíèå ìíîæåñòâà ω. Ôèêñèðóÿ îäèí ïàðà-

ìåòð, ïîñòðîèì äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî U2 êàíîíè÷åñêèõ ðåïåðîâ âòî-

ðîãî òèïà ñ ïåðâîé âåðøèíîé â òî÷êå K. Åùå îäèí ïàðàìåòð ïîäáåðåì òàê,

÷òîáû âòîðàÿ âåðøèíà ðåïåðîâ èç U2 ïîïàëà íà ïðÿìóþ AK. Â êàæäîì ðå-

ïåðå ïîëó÷åííîãî ñåìåéñòâà U1 òî÷êè A, K èìåþò êîîðäèíàòû: K (1 : 0 : 0),

A (q : −1 : 0), ãäå q > 0, òàê êàê òî÷êà A ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê àáñî-

ëþòó. Âûáåðåì íåêîòîðûé ðåïåð R èç U1. Òî÷êå M ïðèñâîèì â R êîîðäèíàòû

(x1 : x2 : x3), òîãäà ïðÿìûå AK, KM , AM ìîæíî çàäàòü â R êîîðäèíàòàìè:

AK (0 : 0 : 1), KM (0 : −x3 : x2), AM (−x3 : −q x3 : x1 + q x2).

Ïðè x2 6= 0 ïðÿìûå AK, KM ãèïåðáîëè÷åñêèå, çíà÷èò, AMK,MAK � óãëû

îäíîãî òèïà. Çàïèñûâàÿ ïî ôîðìóëå (1.2) óñëîâèå

ch ÂMK = ch M̂AK

4



â êîîðäèíàòàõ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

q x22 − x23 + x1x2 = 0, (3.2)

êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû êàæäîé òî÷êè ìíîæåñòâà ω.

Êîîðäèíàòû êàæäîé òî÷êè T , óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (3.2), ìîæíî çà-

ïèñàòü â âèäå
(
t2 − q : 1 : t

)
, ãäå t ∈ R. Â ðåïåðå R ïðÿìûå AK, KT , AT çàäàíû

êîîðäèíàòàìè:

AK (0 : 0 : 1), KT (0 : −t : 1), AT (1 : q : −t).

Ïðÿìûå AK, KT ãèïåðáîëè÷åñêèå, çíà÷èò, óãëû ATK, TAK îäíîãî òèïà.

Ïî ôîðìóëå (1.2) ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

ch ÂTK = ch T̂AK.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∠ATK ∼= ∠TAK. Çíà÷èò, êàæäàÿ òî÷êà T , êîîðäèíàòû êîòî-

ðîé óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (3.2), ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ω.

Èòàê, óðàâíåíèå (3.2) çàäàåò â ðåïåðå R ìíîæåñòâî ω.

Ïðè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà q óðàâíåíèå (3.2) ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷å-

ñêèì óðàâíåíèåì (3.1) îðèöèêëà ïëîñêîñòè Ĥ.

Òàêèì îáðàçîì, îðèöèêë ïëîñêîñòè Ĥ ÿâëÿåòñÿ ââåäåííûì â óñëîâèè òåîðå-

ìû ìíîæåñòâîì ω.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Öåíòðîì îðèöèêëà íàçîâåì åãî îáùóþ ñ àáñîëþòîì òî÷êó. Ïàðàáîëè÷åñêóþ

ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç öåíòð îðèöèêëà, íàçîâåì áàçîé îðèöèêëà, à êàæ-

äóþ ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç öåíòð îðèöèêëà ãèïåðáîëè÷åñêóþ ïðÿìóþ íàçîâåì åãî

îñüþ.

Â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ñâîéñòâà îðèöèêëîâ ïëîñ-

êîñòè Ĥ.

Òåîðåìà 3. Îðèöèêë ïëîñêîñòè Ĥ ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî êàæäîé

ñâîåé îñè.

Òåîðåìà 4. Â êàæäîé ñîáñòâåííîé òî÷êå îðèöèêëà ïëîñêîñòè Ĥ ñóùå-

ñòâóåò ýëëèïòè÷åñêàÿ êàñàòåëüíàÿ, îðòîãîíàëüíàÿ îñè îðèöèêëà, ïðîâåäåí-

íîé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 4 îðèöèêë ïëîñêîñòè Ĥ îáëàäàåò ñëåäóþùèì îïòè÷åñêèì

ñâîéñòâîì: êàæäûé ëó÷, èñõîäÿùèé èç íåñîáñòâåííîé òî÷êè îðèöèêëà ïî ñîá-

ñòâåííûì äëÿ ïëîñêîñòè Ĥ âåòâÿì ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðÿìûõ, îòðàæàåòñÿ

âíåøíèì îáðàçîì îò îðèöèêëà â ñåáÿ.

Òåîðåìà 5. Êàñàòåëüíàÿ ê îðèöèêëó ïëîñêîñòè Ĥ â êàæäîé åãî òî÷êå

ðàçäåëåíà òî÷êîé êàñàíèÿ è áàçîé îðèöèêëà ïîïîëàì.

Òåîðåìà 6. Îñü îðèöèêëà ïëîñêîñòè Ĥ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç åãî òî÷êó M ,

ÿâëÿåòñÿ ïîëÿðîé îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà îáùåé òî÷êè áàçû îðèöèêëà è êà-

ñàòåëüíîé ê íåìó â òî÷êå M .
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Ðèñ. 5. Îñè è êàñàòåëüíàÿ ê îðèöèêëó ïëîñêîñòè Ĥ

Òåîðåìà 7. Ëþáûå äâå îñè îðèöèêëà ïëîñêîñòè Ĥ âûñåêàþò íà îðèöèê-

ëå è íà àáñîëþòå õîðäû, ïðèíàäëåæàùèå ïðÿìûì ïó÷êà, ñîäåðæàùåãî áàçó

äàííîãî îðèöèêëà.

Òåîðåìà 7 äàåò ïðîñòîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òî÷åê îðèöèêëà, êîòîðûé ìîæåò

áûòü èñïîëüçîâàí ïðè ïîñòðîåíèè îáðàçà òî÷êè ïëîñêîñòè H2 ïðè ïàðàáîëè÷å-

ñêîì ñäâèãå.

Òåîðåìà 8. Êàæäûé îðèöèêë íà Ĥ îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî çàäàíèåì äâóõ

ñâîèõ òî÷åê, îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íåñîáñòâåííîé òî÷êîé îðèöèêëà.

Òåîðåìà 9. Êàêîâû áû íè áûëè äâå ñîáñòâåííûå òî÷êè ïëîñêîñòè Ĥ,

ñóùåñòâóåò òî÷íî äâà îðèöèêëà ýòîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííûå

òî÷êè (ðèñ. 6, à).

Òåîðåìà 10. Ïóñòü N � îáùàÿ òî÷êà áàçû îðèöèêëà ω è êàñàòåëüíîé ê

ω â åãî òî÷êå M , à L1, L2 � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îðèöèêëà ω ïàðàáîëè÷åñêîé

ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó N è îòëè÷íîé îò áàçû îðèöèêëà (ðèñ. 6, á),

òîãäà âíóòðåííèå îòíîñèòåëüíî ω õîðäû ML1, ML2 ðàâíû òðåòè ýëëèïòè-

÷åñêîé ïðÿìîé, ò. å. |ML1| = |ML2| = πρ/3.

B
1



A





K                N

M




L1

L2

а                                            б

Ðèñ. 6. Îðèöèêëû ω1, ω2 ñ îáùèìè òî÷êàìè A, B (à), õîðäû îðèöèêëà (á )
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Îðèöèêëû ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ïîñòðîåíèè ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé ïëîñ-

êîñòè Ĥ. Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíû ëåíòû îðèöèêëè÷åñêîé ëîìàíîé, ïîðîæäàþ-

ùåé ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè Ĥ, èíâàðèàíòíûå ïðè ñäâèãå âäîëü ïàðàáîëè÷åñêîé

ïðÿìîé, îïèñàííûå â ðàáîòå [20]. Âåðøèíû îäíîãî ïîðÿäêà â òàêèõ ðàçáèåíèÿõ

ïðèíàäëåæàò îäíîìó îðèöèêëó.

Ðèñ. 7. Ëåíòû îðèöèêëè÷åñêîé ëîìàíîé

� 4. Îðòîãîíàëüíûå îðèöèêëè÷åñêèå êîîðäèíàòû

Ïóñòü â ðåïåðå R òî÷êàM çàäàíà ïðîåêòèâíûìè êîîðäèíàòàìè (x1 : x2 : x3).

Ñîáñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè M íà ïëîñêîñòè Ĥ â ðåïåðå R íàçîâåì

îïðåäåëåííóþ ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó ÷èñåë:

x̄1 = ± ρx1√
x23 − x1x2

, x̄2 = ± ρx2√
x23 − x1x2

, x̄3 = ± ρx3√
x23 − x1x2

.

Ñîáñòâåííûå êîîðäèíàòû (x̄1; x̄2; x̄3) òî÷êè ïëîñêîñòè Ĥ óäîâëåòâîðÿþò ðà-

âåíñòâó

x̄23 − x̄1x̄2 = ρ2.

Ïåðåõîä ê ñîáñòâåííûì êîîðäèíàòàì ïëîñêîñòè Ĥ ãåîåìòðè÷åñêè îçíà÷àåò

óäàëåíèå â áåñêîíå÷íîñòü àáñîëþòíîé îâàëüíîé ëèíèè. Ñîáñòâåííûå êîîðäè-

íàòû òî÷êè àáñîëþòà áåñêîíå÷íî âåëèêè, ñîáñòâåííûå êîîðäèíàòû òî÷êè ïëîñ-

êîñòè Ëîáà÷åâñêîãî � ìíèìûå ÷èñëà.

Ñåìåéñòâî U3 âñåõ ðåïåðîâ âòîðîãî òèïà çàâèñèò îò òðåõ ïàðàìåòðîâ. Óðàâ-

íåíèå îðèöèêëà ïîëó÷èëè â ðåïåðàõ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîäñåìåéñòâà U2



òàêèõ ðåïåðîâ âòîðîãî òèïà, ÷òî êîîðäèíàòíàÿ âåðøèíà A1 ôèêñèðîâàíà (ñîâ-

ïàäàåò ñ öåíòðîì îðèöèêëà), ïîëîæåíèÿ íà àáñîëþòå âòîðîé êîîðäèíàòíîé âåð-

øèíû è åäèíè÷íîé òî÷êè � ïðîèçâîëüíûå.

Ïó÷îê Ω îðèöèêëîâ ñ öåíòðîì â òî÷êå A1 (1 : 0 : 0) â ðåïåðàõ ñåìåéñòâà U2

ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèåì

qx22 + x1x2 − x23 = 0, q > 0.

Êàæäûé îðèöèêë ïó÷êà Ω îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî çàäàíèåì ÷èñëà q. Îðèöèêë

ñ ïàðàìåòðîì q = 1 íàçîâåì íóëåâûì îðèêëîì ïó÷êà Ω è îáîçíà÷èì ω0. Áàçó

îðèöèêëîâ ïó÷êà Ω, â ðåïåðå R ïðÿìóþ A1A3, îáîçíà÷èì k.

Âûäåëèì íåêîòîðóþ îñü l îðèöèêëîâ çàäàííîãî ïó÷êà. Ïîìåñòèì íà íåå

âòîðóþ êîîðäèíàòíóþ âåðøèíó A2. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îñè l ñ îðèöèêëîì ω0

îáîçíà÷èì O. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ àáñîëþòîì ïàðàáîëè÷åñêîé ïðÿìîé, ïðîâå-

äåííîé ÷åðåç òî÷êó O, îáîçíà÷èì E. Êàæäîé òî÷êå M ïëîñêîñòè Ĥ, M /∈ k,
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïàðó ÷èñåë (u; v) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

M
A2

E

O
A3

K=A1

l

k





M2

M1

Ðèñ. 8. Îðèöèêëè÷åñêèå êîîðäèíàòû

Ïóñòü ωM � îðèöèêë ïó÷êà Ω, ñîäåðæàùèé òî÷êó M , ωM ∩ l = M2.

Îáîçíà÷èì:

u = ((A1M)(A1E)lk),

v = |OM2|
ρ , åñëè M2 íå ïðèíàäëåæèò ëó÷ó OA1,

v = − |OM2|
ρ , åñëè M2 ïðèíàäëåæèò ëó÷ó OA1.

Ïàðó ÷èñåë (u; v), u ∈ R, v ∈ R, íàçîâåì îðòîãîíàëüíûìè îðèöèêëè÷åñêèìè

êîîðäèíàòàìè òî÷êè M â ñèñòåìå êîîðäèíàò {ω0, l, E}.
Çàâèñèìîñòü ìåæäó ñîáñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè (x̄1; x̄2; x̄3) òî÷êè M ïëîñ-

êîñòè Ĥ â ðåïåðå R = {A1, A2, A3, E} è åå îðòîãîíàëüíûìè îðèöèêëè÷åñêèìè

êîîðäèíàòàìè (u; v) óñòàíàâëèâàþò ôîðìóëû:

x̄1 = ρ
(
u2ev − e−v

)
, x̄2 = ρev, x̄3 = ρuev. (4.1)
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Ïëîùàäü S îáëàñòè D ïëîñêîñòè Ĥ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ èçìåíåíèþ ïàðàìåò-

ðîâ u, v â ïàðàìåòðèçàöèè (4.1), èìååò âèä

S = ρ2
∫ ∫

D

evdu dv.

Ïðèìåíÿÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò {ω0, l, E}, íàõîäèì ïëîùàäè ðàçëè÷íûõ ôèãóð

ïëîñêîñòè Ĥ è èññëåäóåì ëèíèþ σ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, çàäàííóþ óðàâíåíè-

åì u = ev. Ëèíèÿ σ ðàçáèâàåò êàæäûé êîîðäèíàòíûé êðèâîëèíåéíûé ïðÿ-

ìîóãîëüíèê, äâå ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò σ, íà äâå

ðàâíîâåëèêèå ôèãóðû.

Ââåäåííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíòà îêàçûâàåòñÿ óäîáíîé ïðè âû÷èñëåíèè èíâàðè-

àíòîâ ðàçëè÷íûõ ôèãóð. Â ÷àñòíîñòè, ïðè âû÷èñëåíèè ïëîùàäåé ÿ÷ååê ðàçáè-

åíèé, èíâàðèàíòíûõ ïðè ñäâèãå âäîëü ïàðàáîëè÷åñêîé ïðÿìîé.
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