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1. Öåëü èññëåäîâàíèÿ � ïîñòðîåíèå íîðìàëüíûõ ìîíîýäðàëüíûõ ðàçáèåíèé

ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû

Ïåðâûå ðàçáèåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè Ĥ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû [1], [2]
ïîñòðîåíû â ðàáîòàõ [3], [4].

1. Ë. Ðîìàêèíà, Ãåîìåòðèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû: â 4 ÷. ×. 1: Òðèãîíîìåòðèÿ,
Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, (2013).
2. Ë. Ðîìàêèíà, Ãåîìåòðèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû: â 4 ÷. ×. 2:

Ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ, Èçä-âî Ñàðàò. óí-òà, (2013).
3. Ë. Ðîìàêèíà, �Ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû�, Ìàòåì. ñá.,
Vol. 203, No. 9, 83�116 (2012).
4. Ë. Ðîìàêèíà, �Âååðíûå òðèàíãóëÿöèè ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû�, Ìàòåì. òð.,
Vol. 16, No. 2, 142�168 (2013).

Ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ íà Ĥ [3] (ñì. òàêæå [2]), ÿ÷åéêîé êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé
4-êîíòóð, ÿâëÿþòñÿ ìîíîýäðàëüíûìè, íî íå ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè è íå ÿâëÿþòñÿ
ïðàâèëüíûìè. Â ñòàòüå [4] ïîñòðîåíû ïåðâûå íîðìàëüíûå ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè Ĥ,
íî îïèñàííûå â ýòîé ñòàòüå ðàçáèåíèÿ, íàçâàííûå âååðíûìè, íå ÿâëÿþòñÿ
ìîíîýäðàëüíûìè. Íåðåøåííîé äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè îñòàâàëàñü îáîçíà÷åííàÿ â
ðàáîòå [2] çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ íîðìàëüíûõ ìîíîýäðàëüíûõ ðàçáèåíèé ïëîñêîñòè Ĥ.

Â äîêëàäå ïðåäñòàâèì ñåðèè íîðìàëüíûõ ìîíîýäðàëüíûõ ðàçáèåíèé ïëîñêîñòè Ĥ,
íå ÿâëÿþùèõñÿ ïðàâèëüíûìè.
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2. Âûáîð ìîäåëè

Ãèïåðáîëè÷åñêóþ ïëîñêîñòü Ĥ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ðàññìàòðèâàåì â
ïðîåêòèâíîé èíòåïðåòàöèè Êýëè �Êëåéíà, íà èäåàëüíîé îáëàñòè ïëîñêîñòè
Ëîáà÷åâñêîãî

H a

c

b


2

Àáñîëþò ïëîñêîñòè Ĥ � îâàëüíàÿ ëèíèÿ γ.
Òèïû ïðÿìûõ: ýëëèïòè÷åñêàÿ a, ãèïåðáîëè÷åñêàÿ b, ïàðàáîëè÷åñêàÿ c
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3. Ñõåìà Ê. Áåðåöêîãî

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ïëîòíîñòè óïàêîâêè íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.
Â 1974 ã. Ê. Áåðåöêèì â ðàáîòå [5] ïðè èññëåäîâàíèè óïàêîâîê íà ïëîñêîñòè
Ëîáà÷åâñêîãî ïðåäëîæåíà êîíñòðóêöèÿ íîðìàëüíîãî ìîíîýäðàëüíîãî ðàçáèåíèÿ
ïëîñêîñòè Λ2 ïÿòèóãîëüíèêàìè îñîáîãî âèäà.
Â 1991 ã. Â. Ñ. Ìàêàðîâûì äîêàçàíî [6], ÷òî ïðåäëîæåííîå Áåðåöêèì ðàçáèåíèå (è
åãî àíàëîã â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî) äàåò îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ
âîñåìíàäöàòîé ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà â åãî ïîñòàíîâêå äëÿ äàííîãî ïðîñòðàíñòâà,
ò. å. ñàìî ðàçáèåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì è èç åãî ÿ÷ååê íåêîòîðûì èõ
ïåðåìåùåíèåì íåëüçÿ ñîñòàâèòü ïðàâèëüíîå ðàçáèåíèå.

5. K. Boroczky, �Gombkitoltesek allando gorbuletu terekben, I�, Mat. lapok, Vol. 25, 265�306
(1974).
6. Â. Ìàêàðîâ, �Îá îäíîì íåïðàâèëüíîì ðàçáèåíèè n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî
êîíãðóýíòíûìè ìíîãîãðàííèêàìè�, Òð. ÌÈÀÍ ÑÑÑÐ, Vol. 196, 93�96 (1991).
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4. Èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå óãëû ïëîñêîñòè Ĥ

а                                               б                                       в



a

b

A
K

B

a

b

k


c



a

b

a

K
K

Óãëû ïëîñêîñòè Ĥ ñ âåðøèíîé K ìåæäó ïðÿìûìè a, b: ïîëîñà è ïñåâäîïîëîñà (à),
ïàðàáîëè÷åñêèå ôëàãè (á), êâàçèóãëû (â)

Êâàçèóãîë, ñîäåðæàùèé (íå ñîäåðæàùèé) ïðÿìóþ, îðòîãîíàëüíóþ ñâîåé
ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòîðîíå, íàçûâàþò ãèïåðáîëè÷åñêèì (ýëëèïòè÷åñêèì).
Êâàçèóãëû èìåþò êîìïëåêñíûå ìåðû ñ ïîñòîÿííîé ìíèìîé ÷àñòüþ π/2.
Âåùåñòâåííûå ÷àñòè ìåð ãèïåðáîëè÷åñêèõ (ýëëèïòè÷åñêèõ) êâàçèóãëîâ �
ïîëîæèòåëüíûå (îòðèöàòåëüíûå) ÷èñëà. Ìåðû ïðÿìûõ êâàçèóãëîâ ðàâíû iπ/2.

Ïîëîñû, ïñåâäîïîëîñû è ôëàãè � íåèçìåðèìûå îáúåêòû ïëîñêîñòè Ĥ.
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5. Ïðàâèëüíàÿ îðèöèêëè÷åñêàÿ n-òðàïåöèÿ
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p

q
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Ïðàâèëüíàÿ îðèöèêëè÷åñêàÿ 3-òðàïåöèÿ AQ0Q3B

Òåîðåìà 1. Íà ïëîñêîñòè Ĥ äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî çíà÷åíèÿ n, n > 1,
ñóùåñòâóåò è ïðèòîì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îïðåäåëåííûõ ñ òî÷íîñòüþ

äî äâèæåíèÿ ïðàâèëüíûõ îðèöèêëè÷åñêèõ n-òðàïåöèé.

Òåîðåìà äîêàçàíà ìåòîäîì ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàò ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùèõ ëåìì.

Ëåììà 1. Äëÿ êàæäîãî îðèöèêëà ωq è çàäàííîé íà åãî áàçå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê T0,
T1, . . . , Tn, n > 1, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êîíöåíòðè÷åñêèé ñ ωq îðèöèêë ωp òàêîé, ÷òî
îòðåçêè b1, b2, . . . , bn êîíãðóýíòíû îñíîâàíèþ AB âïèñàííîé â êîëüöî ìåæäó îðèöèêëàìè
ωp , ωq îðèöèêëè÷åñêîé n-òðàïåöèè AQ0QnB, ãäå A = pγ(T0) ∩ ωp , B = pγ(Tn) ∩ ωp .

Ëåììà 2. Îðèöèêëè÷åñêàÿ n-òðàïåöèÿ ïëîñêîñòè Ĥ ñ êîíãðóýíòíûìè îñíîâàíèþ

êóïîëüíûìè ðåáðàìè ïîëíîñòüþ ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ ñâîåãî îñíîâíîãî îðèöèêëà.

Ëåììà 3. Îðèöèêëè÷åñêàÿ n-òðàïåöèÿ ïëîñêîñòè Ĥ ñ êîíãðóýíòíûìè îñíîâàíèþ

êóïîëüíûìè ðåáðàìè ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê

îñíîâàíèþ.
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6. Ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà ïðàâèëüíîé îðèöèêëè÷åñêîé n-òðàïåöèè

Òåîðåìà 2. Ïðàâèëüíàÿ îðèöèêëè÷åñêàÿ n-òðàïåöèÿ ïëîñêîñòè Ĥ ñèììåòðè÷íà

îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îñíîâàíèþ.

Òåîðåìà 3. Ïðàâèëüíàÿ îðèöèêëè÷åñêàÿ n-òðàïåöèÿ ïëîñêîñòè Ĥ ïðèíàäëåæèò

ïîëíîñòüþ çàìûêàíèþ ñâîåãî îñíîâíîãî îðèöèêëà.

Òåîðåìà 4. Ïðàâèëüíàÿ îðèöèêëè÷åñêàÿ n-òðàïåöèÿ ïëîñêîñòè Ĥ íå ÿâëÿåòñÿ

âûïóêëîé.

Òåîðåìà 5. Äëèíà b áîêîâîãî ðåáðà ïðàâèëüíîé îðèöèêëè÷åñêîé n-òðàïåöèè
ïëîñêîñòè Ĥ ðàäèóñà êðèâèçíû ρ, ρ ∈ R+, îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà ÷èñëîì n:

b = ρ ln n.

Òåîðåìà 6. Äëèíà a êàæäîãî ýëëèïòè÷åñêîãî ðåáðà ïðàâèëüíîé îðèöèêëè÷åñêîé

n-òðàïåöèè ïëîñêîñòè Ĥ ðàäèóñà êðèâèçíû ρ ïðè ÷åòíîì, íå÷åòíîì çíà÷åíèè n
ïðèíàäëåæèò ñîîòâåòñòâåííî èíòåðâàëó(

0; ρ arccos
2− n2

n2

)
, (0;πρ).

Âûÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû θ(n) = ρ arccos 2−n2

n2
.
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7. Ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà ïðàâèëüíîé îðèöèêëè÷åñêîé n-òðàïåöèè
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L1

L2

A

Ñâîåîáðàçíûì ýòàëîíîì èçìåðåíèÿ äóã îðèöèêëîâ ÿâëÿåòñÿ äóãà, âûñåêàåìàÿ íà îðèöèêëå
îòëè÷íîé îò åãî áàçû ïàðàáîëè÷åñêîé ïðÿìîé, òàêóþ äóãó íàçîâåì ïàðàáîëè÷åñêîé äóãîé

îðèöèêëà. Â ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ óäîáíî òàêæå èñïîëüçîâàòü ïîëîâèíó
ïàðàáîëè÷åñêîé äóãè, íàçîâåì åå åäèíè÷íîé äóãîé îðèöèêëà (ïðèìåíÿÿ îðòîãîíàëüíûå
îðèöèêëè÷åñêèå êîîðäèíàòû, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëèíà åäèíè÷íîé äóãè îðèöèêëà ðàâíà
ðàäèóñó êðèâèçíû ρ ïëîñêîñòè Ĥ).
Èçâåñòíî [3, òåîðåìà 2.4.27], ÷òî âíóòðåííÿÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ õîðäà îðèöèêëà, ñòÿãèâàþùàÿ
åãî åäèíè÷íóþ äóãó, ðàâíà òðåòè ýëëèïòè÷åñêîé ïðÿìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñìåæíàÿ ñ íåé
âíåøíÿÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ õîðäà îðèöèêëà èìååò äëèíó 2πρ/3. Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà θ(2)
òàêæå ðàâíà 2πρ/3. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 7. Íà ïëîñêîñòè Ĥ ðàäèóñà êðèâèçíû ρ, ρ ∈ R+, äëèíà âíåøíåé

ýëëèïòè÷åñêîé õîðäû îðèöèêëà, ñòÿãèâàþùåé n-óþ ÷àñòü åãî ïàðàáîëè÷åñêîé äóãè,

ðàâíà θ(n) = ρ arccos 2−n2

n2
.
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8. Ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà ïðàâèëüíîé îðèöèêëè÷åñêîé n-òðàïåöèè

Óñòàíîâëåííûé â òåîðåìå 7 ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû θ(n) ïîçâîëÿåò
ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó 8, ðàâíîñèëüíóþ òåîðåìå 6.

Òåîðåìà 8. Êàæäîå ýëëèïòè÷åñêîå ðåáðî ïðàâèëüíîé îðèöèêëè÷åñêîé n-òðàïåöèè
ïëîñêîñòè Ĥ ïðè ÷åòíîì n ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì, íå äîñòèãàþùèì ïî äëèíå âíåøíþþ

õîðäó îðèöèêëà, ñòÿãèâàþùóþ n-íóþ ÷àñòü åãî ïàðàáîëè÷åñêîé äóãè, ïðè íå÷åòíîì

n � îòðåçêîì, íå äîñòèãàþùèì ñîäåðæàùóþ åãî ýëëèïòè÷åñêóþ ïðÿìóþ.
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9. Ïëîùàäü ïðàâèëüíîé îðèöèêëè÷åñêîé n-òðàïåöèè

Òåîðåìà 9. Íà ïëîñêîñòè Ĥ ðàäèóñà êðèâèçíû ρ ïëîùàäü S ïðàâèëüíîé

îðèöèêëè÷åñêîé n-òðàïåöèè ñ îñíîâàíèåì äëèíîé a ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî

ôîðìóëå

S = 2ρ2(n − 1) ln tg

(
π

4
+

a

4ρ

)
.

Ôóíêöèÿ α̃(x) = ln tg
(

π
4
+ x

2ρ

)
, íàçâàííàÿ ôóíêöèåé óãëà êâàçèïàðàëëåëüíîñòè,

îïðåäåëÿåò íà ïëîñêîñòè Ĥ çàâèñèìîñòü âåùåñòâåííîé ÷àñòè ìåðû êâàçèóãëà
ïàðàëëåëüíîñòè â òî÷êå ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðÿìîé îò ðàññòîÿíèÿ x ,
x ∈ (0;πρ/2), äàííîé òî÷êè äî óêàçàííîé ïðÿìîé.

Òåîðåìà 10. Íà ïëîñêîñòè Ĥ ðàäèóñà êðèâèçíû ρ ïëîùàäü S ïðàâèëüíîé

îðèöèêëè÷åñêîé n-òðàïåöèè ñ îñíîâàíèåì äëèíîé a ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî

ôîðìóëå

S = 2ρ2(n − 1) α̃
(a

2

)
.

Òåîðåìà 11. Íà ïëîñêîñòè Ĥ ðàäèóñà êðèâèçíû ρ ïëîùàäü S ïðàâèëüíîé

îðèöèêëè÷åñêîé n-òðàïåöèè ñ ìåðîé A âíóòðåííåãî êâàçèóãëà ïðè îñíîâàíèè ìîæåò

áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå

S = 2ρ2(n − 1)
(
i
π

2
− A

)
.
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10. Ïëîùàäü ïðàâèëüíîé îðèöèêëè÷åñêîé n-òðàïåöèè

Òåîðåìà 12. Íà ïëîñêîñòè Ĥ âíóòðåííèé êâàçèóãîë ïðè îñíîâàíèè ïðàâèëüíîé

îðèöèêëè÷åñêîé n-òðàïåöèè ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì êâàçèóãëîì.

Ñëåäñòâèåì òåîðåì 6, 7, 10 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 13. Íà ïëîñêîñòè Ĥ ðàäèóñà êðèâèçíû ρ ïëîùàäü S ïðàâèëüíîé

îðèöèêëè÷åñêîé n-òðàïåöèè ñ ðîñòîì äëèíû a îñíîâàíèÿ âîçðàñòàåò, ïðè íå÷åòíîì

çíà÷åíèè n âîçðàñòàåò íåîãðàíè÷åííî, à ïðè ÷åòíîì � ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó(
0; 2ρ2(n − 1) α̃

(
θ(n)

2

))
.

A

B
Q3

K


Q0

H h
T

Òåîðåìà 14. Íà ïëîñêîñòè Ĥ ïëîùàäü S ïðàâèëüíîé îðèöèêëè÷åñêîé n-òðàïåöèè â

n − 1 ðàç ïðåâûøàåò ïëîùàäü S0 ñìåæíîãî ñ íåé áåñêîíå÷íîãî òðåõðåáåðíèêà:

S = (n − 1)S0.
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11. Ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè Ĥ ïðàâèëüíîé îðèöèêëè÷åñêîé n-òðàïåöèè

F

Ôðàãìåíò ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè Ĥ (ñ èñêëþ÷åííîé ïàðàáîëè÷åñêîé ïðÿìîé)
ïðàâèëüíîé îðèöèêëè÷åñêîé 3-òðàïåöèåé

Äîêàçàíî, ÷òî ïîñòðîåííûå íîðìàëüíûå ìîíîýäðàëüíûå ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè Ĥ (ñ
èñêëþ÷åííîé ïàðàáîëè÷åñêîé ïðÿìîé) ïðàâèëüíîé îðèöèêëè÷åñêîé n-òðàïåöèåé
ÿâëÿþòñÿ íåïðàâèëüíûìè.
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