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История вопроса

В работах А.Бессе, Х. и Дж. Ким, Е.Д. Родионова и
В.В. Славского, I.M. Singer и J.A. Thorpe изучались
конформно плоские римановы многообразия.
В данной работе исследованы конформно полуплоские
4-мерные римановые многообразия нулевой скалярной
кривизны и их поведение при конформных
деформациях римановых метрик.

Пастухова С.В., Хромова О.П.



Основные определения и обозначения

Пусть
(Mn,ds2 = gijdx idx j) — компактное риманово многообразие
размерности n со связностью Леви-Чивитта ∇.
∇ ∂

∂xi

∂
∂x j = Γk

ij
∂
∂xk — символы Кристоффеля второго рода.

ds̄2 = ḡijdx idx j — дополнительная связность на Mn.
Тогда можно определить тензор деформации связности

T k
ij =

1
2

ḡks(ḡsj,i + ḡis,j − ḡij,s).

Здесь
ḡks — матрица обратная к ḡij ,
ḡij,s — ковариантная производная ḡij относительно
связности ∇.
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Основные определения и обозначения

Обозначим через
Γ̄k

ij символы Кристоффеля второго рода метрики ḡij ,
R̄q

lki тензор кривизны метрики ḡij .
Нетрудно заметить, что

Γ̄k
ij = Γk

ij + T k
ij ,

R̄q
lki = Rq

lki + Qq
lki ,

где
Qq

lki = T q
li,k + T q

kpT p
li − T q

ki,l − T q
lpT p

ki — тензор кривизны
метрики gij относительно связности ∇ (см. [3]),

Rq
lki =

∂Γq
li

∂xk + Γq
kpΓp

li −
∂Γq

ki
∂x l − Γq

lpΓp
ki — тензор кривизны

связности ∇.
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Основные определения и обозначения

Пусть далее dimM = 4.
Тогда (см. [1])

R = W + A∧©g,

где
А — тензор одномерной кривизны (или тензор Схоутена),
W — тензор Вейля (или тензор конформной кривизны).
Риманова метрика g индуцирует скалярное произведение
〈·, ·〉 в слоях пространства расслоения Λ2M по правилу

〈X1 ∧ X2,Y1 ∧ Y2〉x = det(gx (Xi ,Yj)),

где Xi ,Yj — векторные поля на M.
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Основные определения и обозначения

Рассмотрим оператор Ходжа ∗ : Λ2
xM → Λ2

xM, задаваемый
соотношением

〈∗α, β〉 vol = α ∧ β

для любых α, β ∈ Λ2
xM, x ∈ M, где vol — форма объема на M.

Поскольку ∗2 = Id в данной размерности, то

Λ2
xM = Λ+

x ⊕ Λ−
x , (1)

где Λ+
x и Λ−

x – соответственно собственные пространства,
отвечающие собственным значениям +1 и −1 оператора ∗.
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Основные определения и обозначения

Риманову тензору кривизны в любой точке многообразия M
можно поставить в соответствие оператор R : Λ2

xM → Λ2
xM,

определяемый равенством

〈X ∧ Y ,R(T ∧ V )〉x = R(X ,Y ,T ,V ) = gx (R(X ,Y )T ,V ). (2)

Матрицу оператора кривизны R относительно (1) можно
представить в блочном виде [4]:

R =

(
W + + s

12 Id Z
Z t W− + s

12 Id

)
, (3)

где W + и W− — матрицы автодуальной и антиавтодуальной
составляющих тензора Вейля W .

Определение

Риманово многообразие (M4,g) называется конформно
полуплоским, если автодуальная или антиавтодуальная
составляющая его тензора Вейля тривиальна.
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Основные определения и обозначения

Любой ортонормированный базис e1, e2, e3, e4 пространства
TxM определяет ортонормированный базис (см. [1])

1√
2

(e1∧e2±e3∧e4),
1√
2

(e1∧e3±e4∧e2),
1√
2

(e1∧e4±e2∧e3) (4)

пространства Λ±M.
Матрицы W + и W− являются симметричными, и их
компоненты в базисе (4) находятся по формулам:
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Основные определения и обозначения

W +
11 =

1
2

(R1212 + 2R1234 + R3434)− s
12
,

W +
22 =

1
2

(R1313 − 2R1324 + R2424)− s
12
,

W +
33 =

1
2

(R1414 + 2R1423 + R2323)− s
12
,

W +
12 =

1
2

(R1213 + R1242 + R3413 + R3442),

W +
13 =

1
2

(R1214 + R1223 + R3414 + R3423),

W +
23 =

1
2

(R1314 + R1323 + R4214 + R4223),

(5)
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Основные определения и обозначения

и соответственно

W−
44 =

1
2

(R1212 − 2R1234 + R3434)− s
12
,

W−
55 =

1
2

(R1313 + 2R1324 + R2424)− s
12
,

W−
66 =

1
2

(R1414 − 2R1423 + R2323)− s
12
,

W−
45 =

1
2

(R1213 − R1242 − R3413 + R3442),

W−
46 =

1
2

(R1214 − R1223 − R3414 + R3423),

W−
56 =

1
2

(R1314 − R1323 − R4214 + R4223).

(6)
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Постановка задачи

Известно, что при конформной деформации (см. [1])

ḡij = e2σgij (7)

тензор Вейля инвариантен, т.е.

W̄ = e2σ(x)W .

Возникают естественные вопросы:
1. Как меняются автодуальная и антиавтодуальная
компоненты тензора Вейля при конформной
деформации?
2. При конформной деформации какого вида они
инвариантны, т.е. W̄± = e2σW±?
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Основные результаты

Лемма

При конформной деформации ds̄2 = ḡijdx idx j метрики ds2

четырехмерного риманова многообразия M автодуальная и
антиавтодуальная составляющие тензора Вейля
преобразуются по формулам:

W
+

= e2σW + +
( s

24
sh2σ − (∆σ + |gradσ|2)ch2σ

)
Id,

W
−

= e2σW− −
( s

24
sh2σ − (∆σ + |gradσ|2)ch2σ

)
Id,

где ∆ — оператор Лапласа, |gradσ|2 — квадрат длины
градиента.
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Идея доказательства

Доказательство леммы основано на аналитическом выводе с
помощью формул:

R lkij = g jsR
s
lki = g js(Rs

lki + Qs
lki) = e2σ(x)(Rlkij + gljBki+

+gkiBlj − gliBkj − gkjBli),

где Bij = σ,ij − σ,iσ,j + 1
2σ,kσ

kgij и σ,ij , σ,i – ковариантные
производные функции σ относительно исходной метрики.

r ki = g ljR lkij = rki + gljg ljBki + gkig ljBlj − δj
i Bkj − δl

kBli =

rki + (n − 2)Bk i + gkig ljBlj ,

s = gki r ki = e−2σgki(rki + (n − 2)Bki + gkig ljBlj) = e−2σ(s+

+2(n − 1)gkiBki).

Пастухова С.В., Хромова О.П.



Основные результаты

Теорема (Пастухова С.В., Хромова О.П.)

При конформной деформации ds̄2 = ḡijdx idx j метрики ds2

четырехмерного риманова многообразия М нулевой
скалярной кривизны при s ≡ 0 (анти)автодуальная
компонента тензора Вейля инвариантна тогда и только
тогда, когда функция σ, участвующая в определении
деформации, имеет вид:

σ(x1, x2, x3, x4) = F1(x1) + F2(x2) + F3(x3) + F4(x4),

где F1,F2,F3,F4 — функции класса C2, удовлетворяющие
условиям:
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Теорема

d2

dx2
1

F1(x1) = C1 −
(

d
dx1

F1(x1)

)2

;

d2

dx2
2

F2(x2) = C2 −
(

d
dx2

F2(x2)

)2

;

d2

dx2
3

F3(x3) = C3 −
(

d
dx3

F3(x3)

)2

;

d2

dx2
4

F4(x4) = −C1 −
(

d
dx4

F4(x4)

)2

− C2 − C3,

(8)

где C1,C2,C3 — произвольные постоянные.
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Доказательство теоремы

Условие
W

±
= e2σW±

согласно лемме равносильно тому, что

s
12

(e2σ − e−2σ) =
e2σ + e−2σ

2
(∆σ + |gradσ|2).

Поскольку e2σ+e−2σ

2 = ch2σ и e2σ−e−2σ

2 = sh2σ, то:

s
6

sh2σ = ch2σ(∆σ + |gradσ|2),

∆σ + |gradσ|2 =
s
6

th2σ. (9)

При s ≡ 0 равенство (9) примет вид:

∆σ + |gradσ|2 = 0.
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Доказательство теоремы

Решая данное дифференциальное уравнение с помощью
пакета символьных вычислений Maple, находим

σ(x1, x2, x3, x4) = F1(x1) + F2(x2) + F3(x3) + F4(x4),

где F1,F2,F3,F4 — произвольные функции и выполняются
условия:

d2

dx2
1

F1(x1) = C1 −
(

d
dx1

F1(x1)

)2

;

d2

dx2
2

F2(x2) = C2 −
(

d
dx2

F2(x2)

)2

;

d2

dx2
3

F3(x3) = C3 −
(

d
dx3

F3(x3)

)2

;

d2

dx2
4

F4(x4) = −C1 −
(

d
dx4

F4(x4)

)2

− C2 − C3,

(10)

где C1,C2,C3 — произвольные постоянные.
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Доказательство теоремы

Из (10) получаем, что:

F1(x1) = −
√

C1x1 +
1
2

ln
1
4

(c1e2
√

C1x1 − c2)2

C1
;

F2(x2) = −
√

C2x2 +
1
2

ln
1
4

(c1e2
√

C2x2 − c2)2

C2
;

F3(x3) = −
√

C3x3 +
1
2

ln
1
4

(c1e2
√

C3x3 − c2)2

C3
;

F4(x4) = −1
2

ln
A

c1 sin(
√

Ax4)− c2 cos(
√

Ax4)
)2,

(11)

C1,C2,C3, c1, c2 — произвольные постоянные,
A = C1 + C2 + C3 и при выполнении условий:
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Доказательство теоремы

Ci 6= 0 и c2 6= c1e2
√

Ci xi , i = 1,2,3;

c1 sin(
√

C1 + C2 + C3x4)− c2 cos(
√

C1 + C2 + C3x4) 6= 0;

C1 + C2 + C3 > 0.

Решение (11) имеет место только при выполнении этих
условий.
Если C1 + C2 + C3 < 0, то функции комплекснозначные.
Теорема доказана.
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