
Èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî è êîíôîðìíûé òèï

ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ
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Âñþäó â äîêëàäå Mn = (Mn, g0)

� n-ìåðíîå (n ≥ 2) ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå
� ñ êðàåì ∂Mn (âîçìîæíî, ∂Mn = ∅)
� íåêîìïàêòíîå ñâÿçíîå.

Êîíôîðìíûé òèï ìíîãîîáðàçèÿ

Êîíäåíñàòîð íà ìíîãîîáðàçèè Mn � ýòî ïàðà (K,G)

K � êîìïàêòíîå,G� îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâà,K ⊂ G.

Êîíôîðìíîé åìêîñòüþ capn(K,G) êîíäåíñàòîðà (K,G)

íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

capn(K,G) = inf

∫
G

|∇f |n dv

ïî âñåì f ∈ C1
0(G), òàêèì ÷òî f|K ≡ 1.

Êîíôîðìíàÿ åìêîñòü êîìïàêòà K (ïðè G = Mn):

capnK = inf

∫
Mn

|∇f |n dv

ïî âñåì f ∈ C1
0(M

n), òàêèì ÷òî f|K ≡ 1.

Âåëè÷èíà capnK õàðàêòåðèçóåò åìêîñòü êîìïàêòà K

îòíîñèòåëüíî ¾àáñîëþòà¿ ìíîãîîáðàçèÿ Mn:

capnK = lim
t→+∞

capn(K,Gt) ,

ãäå {Gt}, t > 0, � èñ÷åðïàíèå ìíîãîîáðàçèÿ Mn.
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Õîðîøî èçâåñòíàÿ àëüòåðíàòèâà

Ïóñòü K ⊂ Mn � îòëè÷íûé îò òî÷êè êîíòèíóóì
(ò.å. ñâÿçíîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî). Òîãäà

1) ëèáî ∀K: capnK = 0 (êàê â Rn)

2) ëèáî ∀K: capnK > 0 (êàê â Hn)

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Mn

â ñëó÷àå 1) èìååò ïàðàáîëè÷åñêèé êîíôîðìíûé òèï

(êðàòêîå îáîçíà÷åíèå: Mn ∈ PC)

â ñëó÷àå 2) èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé êîíôîðìíûé òèï

(êðàòêîå îáîçíà÷åíèå: Mn ∈ HC)

Òàêèì îáðàçîì, âñå íåêîìïàêòíûå ðèìàíîâû n-ìåðíûå
ìíîãîîáðàçèÿ ðàçáèâàþòñÿ íà äâà êëàññà:
� ìíîãîîáðàçèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî êîíôîðìíîãî òèïà

(ê íèì îòíîñèòñÿ åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn)
� ìíîãîîáðàçèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîíôîðìíîãî òèïà

(â ÷àñòíîñòè, ïðîñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãî Hn)

Èíâàðèàíòíîñòü êîíôîðìíîãî òèïà
îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíûõ çàìåí ìåòðèêè

Îïðåäåëåíèå. Ðèìàíîâà ìåòðèêà g íà (Mn, g0)
êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíà (êîíôîðìíà) ìåòðèêå g0, åñëè

g = λ2g0, λ ∈ C1(Mn).

ConfMn � êëàññ âñåõ êîíôîðìíûõ g0 ìåòðèê íà M
n.

Êîíôîðìíûé òèï ìíîãîîáðàçèÿ Mn èíâàðèàí-
òåí îòíîñèòåëüíî ìåòðèê g ∈ ConfMn.
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Èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

D ⊂ Mn � ïðåäêîìïàêòíàÿ îáëàñòü,
∂D � îòíîñèòåëüíàÿ ãðàíèöà îáëàñòè D.

Vg(D) � îáú¼ì îáëàñòè D â ìåòðèêå g,
Sg(∂D) � ïëîùàäü ãðàíèöû ∂D â ìåòðèêå g.

Èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî íà (Mn, g):

P(Vg(D)) ≤ Sg(∂D)

äëÿ ëþáîé ïðåäêîìïàêòíîé îáëàñòè D ⊂ Mn.

Ôóíêöèÿ P = P(x), 0 < x < Vg(M
n), íàçûâàåòñÿ

èçîïåðèìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé Mn â ìåòðèêå g.

Èçîïåðèìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþP ìíîãîîáðàçèÿ (Mn, g)
íàçîâåì ε-àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîé (ε > 0), åñëè

Sg(∂D) ≤ (1 + ε)P(Vg(D))

äëÿ âñåõ îáëàñòåéD ⊂ Mn íåêîòîðîãî èñ÷åðïàíèÿ ìíî-
ãîîáðàçèÿ Mn. Óêàçàííîå èñ÷åðïàíèå òàêæå íàçîâåì

ε-àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûì èñ÷åðïàíèåì äëÿ èçîïå-

ðèìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè P â ìåòðèêå g.

Èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿP ìíîãîîáðàçèÿ (Mn, g)
áóäåò åãî íàèáîëüøåé èçîïåðèìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé,
åñëè ∀ε > 0 îíà ÿâëÿåòñÿ ε-àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîé.

Íàèáîëüøàÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíî-
ãîîáðàçèÿ (Mn, g), íàçûâàåìàÿ òàêæå åãî ïðîôè-
ëåì, ñóùåñòâóåò è èìååò âèä inf

Vg(D)=x
Sg(∂D).
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Êëàññè÷åñêèå èçîïåðèìåòðè÷åñêèå íåðàâåíñòâà

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn âûïîëíÿåòñÿ èçîïå-
ðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî âèäà

nv
1
n
nV (D)

n−1
n ≤ S(∂D) ,

ãäå vn � îáú¼ì åäèíè÷íîãî øàðà â Rn. Èíûìè ñëîâàìè:

Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn èìååò èçîïåðèìåòðè÷å-
ñêóþ ôóíêöèþ åâêëèäîâà âèäà

P(x) = c x
n−1
n , x > 0.

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ P ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.

Â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî Hn âûïîëíÿåòñÿ èçîïå-
ðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî âèäà

(n− 1)V (D) ≤ S(∂D) .

Çíà÷èò, ïðîñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãî Hn èìååò èçîïå-
ðèìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ëèíåéíîãî âèäà

P(x) = c x, x > 0.

Ïðè ýòîì P ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîé.

Óêàçàííàÿ äëÿ îáåèõ èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé òî÷íîñòü ðåàëèçóåòñÿ íà øàðîâûõ èñ÷åðïà-
íèÿõ â ìåòðèêàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ.
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Ñîîòíîøåíèå ìåæäó åìêîñòüþ è
èçîïåðèìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé

Èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ

� ìîæåò èìåòü äîñòàòî÷íî ñëîæíûé âèä

� èëè, íàîáîðîò, áûòü òîëüêî òîæäåñòâåííî íóëåâîé.

Ïðèìåð. Áåñêîíå÷íî äëèííàÿ òðóáêà, áåñêîíå÷íîãî
îáúåìà, ñóæàþùàÿñÿ ê íóëþ ïðè óõîäå íà ∞.

Èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Mn

íå èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ìåòðèê êëàññà ConfMn,

íî å¼ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå íà ¾áåñêîíå÷íîñòè¿
(òî÷íåå, íà îáëàñòÿõ, èñ÷åðïûâàþùèõ ìíîãîîáðàçèå)
ñâÿçàíî ñ êîíôîðìíûì òèïîì ìíîãîîáðàçèÿ Mn.

Óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ
èçîïåðèìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè

Åìêîñòíîå ñîîòíîøåíèå. Ïóñòü K ⊂ Mn êîìïàêò
íåíóëåâîãî îáúåìà. Òîãäà ∀g ∈ ConfMn

capnK ≥

(∫ Vg(M
n

Vg(K)

dx

P(x)
n

n−1

)1−n

,

ãäå P � èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (Mn, g).

Ñëåäñòâèå. Åñëè Mn ∈ PC, òî∫
Vg(Mn) dx

P(x)
n

n−1
= +∞.
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Òåîðåìà î íîðìàëüíîì âèäå
èçîïåðèìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè

Ïðåäïîëîæèì: Vg(M
n) = +∞ â ìåòðèêå g ∈ ConfMn,

èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ (Mn, g)
èìååò ñòåïåííîé âèä P(x) = c xp ïðè x ≥ x0 > 0.
Òîãäà:

� eñëè Mn ∈ PC, òî p ≤ n−1
n

(
â Rn : P(x) = c x

n−1
n

)
� eñëè p > n−1

n , òî Mn ∈ HC
(
â Hn : P(x) = c x

)
Â ðàáîòàõ Â.À.Çîðè÷à è àâòîðà áûëà äîêàçàíà

Òåîðåìà. Íà ïðîèçâîëüíîì ìíîãîîáðàçèè Mn

â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíôîðìíûì òèïîì ìíîãîîáðàçèÿ

íàéäåòñÿ ìåòðèêà g ∈ ConfMn, Vg(M
n) = +∞,

â êîòîðîé èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ

� â ñëó÷àå Mn ∈ PC èìååò åâêëèäîâ âèä

P(x) = c · x
n−1
n , x > δ

(êàê â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn),

� â ñëó÷àå Mn ∈ HC èìååò ëèíåéíûé âèä

P(x) = c · x, x > 0

(êàê â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî Hn).

Ïðè ýòîì èñêîìàÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ P
ÿâëÿåòñÿ ε-àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîé.

Çäåñü δ > 0 è ε > 0 � íàïåðåä çàäàííûå çíà÷åíèÿ.
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Îáðàùåíèå òåîðåìû î íîðìàëüíîì âèäå
èçîïåðèìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè

1. Ñëó÷àé èçîïåðèìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè

ëèíåéíîãî âèäà P(x) = c · x

Åñëè P � èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîãîîáðà-
çèÿ Mn â ìåòðèêå g ∈ ConfMn, òî

P(x) = c · x (x > δ) =⇒ Mn ∈ HC

(äàæå áåç òðåáîâàíèÿ ε-àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòè.)

Íàëè÷èå â êàêîé-ëèáî ìåòðèêå, êîíôîðìíîé

èñõîäíîé ìåòðèêå íåêîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,

èçîïåðèìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ëèíåéíîãî âèäà

ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì òîãî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå

èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé êîíôîðìíûé òèï.

2. Ñëó÷àé èçîïåðèìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè

åâêëèäîâà âèäà P(x) = c · xn−1
n

Èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî åâêëèäîâà âèäà
ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íà ìíîãîîáðàçèè Mn ∈ HC :

c Vg(D) ≤ Sg(∂D) ⇒ c Vg(D)
n−1
n ≤ Sg(∂D)

äëÿ âñåõ îáëàñòåé D, Vg(D) ≥ 1. Áîëåå òîãî:

Ïîñòðîåíî ìíîãîîáðàçèå (Mn, g) ∈ HC,
íà êîòîðîì èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ P(x)

èìååò åâêëèäîâ âèä P(x) = c · x
n−1
n , δ < x < +∞,

ïðè÷åì ÿâëÿåòñÿ ε-àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîé.
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Ðîëü àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîãî èñ÷åðïàíèÿ

Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿMn ∈ HC áåñêîíå÷íîãî îáúåìà, íà
êîòîðîì èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ åâêëèäîâà âè-
äà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîé, ñîîòâåòñòâóþùåå
àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîå èñ÷åðïàíèå ìíîãîîáðàçèÿ îáÿ-
çàòåëüíî çàìåòíî îòëè÷àåòñÿ îò øàðîâîãî èñ÷åðïàíèÿ.

Óòâåðæäåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìíîãîîáðàçèè

Mn áåñêîíå÷íîãî îáúåìà ñóùåñòâóåò àñèìïòîòè÷å-

ñêè òî÷íîå èñ÷åðïàíèå äëÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêîé ôóíê-

öèè åâêëèäîâà âèäà. Òîãäà, åñëè ýòî èñ÷åðïàíèå øàðî-

âîå, òî Mn èìååò ïàðàáîëè÷åñêèé êîíôîðìíûé òèï.

Ñ ó÷åòîì àíàëèçà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î íîðìàëü-
íîì âèäå èçîïåðèìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè óäàëîñü âûÿâèòü
ñëåäóþùèé êëàññ èñ÷åðïàíèé ìíîãîîáðàçèé.

Èñ÷åðïàíèÿ, áëèçêèå ê øàðîâûì

(Â ÷àñòíîñòè, øàðîâûå èñ÷åðïàíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ)

� ðåàëèçóþòñÿ íà ìíîãîîáðàçèè Mn ∈ PC â íåêîòî-
ðîé ïîëíîé ìåòðèêå g ∈ ConfMn áåñêîíå÷íîãî îáúåìà,
êàê ε-àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå èñ÷åðïàíèÿ äëÿ åâêëèäî-
âà âèäà èçîïåðèìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ìíîãîîáðàçèÿ;

� íà òàêèõ èñ÷åðïàíèÿõ ìíîãîîáðàçèÿ Mn ∈ HC íè
â êàêîé ìåòðèêå g ∈ ConfMn áåñêîíå÷íîãî îáúåìà íå
ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ε-àñèìïòîòè÷åñêàÿ òî÷íîñòü
èçîïåðèìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè åâêëèäîâà âèäà.
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Òî÷íîå îïðåäåëåíèå èñ÷åðïàíèÿ,
áëèçêîãî ê øàðîâîìó

Èñ÷åðïàíèå {D(t)} ìíîãîîáðàçèÿ ïîðîæäàåòñÿ ôóíê-
öèåé èñ÷åðïàíèÿ h, åñëèD(t) = {h ≤ t} äëÿ âñåõ t ≥ t0.

Åñëè (Mn, g) � ïîëíîå (íåêîìïàêòíîå) ìíîãîîáðàçèå,

òî ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ r = r(p), p ∈ Mn, äî p0 ∈ Mn

ïîðîæäàåò øàðîâîå èñ÷åðïàíèå ìíîãîîáðàçèÿ (Mn, g)

ãåîäåçè÷åñêèìè øàðàìè ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå.

Èçâåñòíî, ÷òî r � ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ, ïðè÷åì

|∇r|g = 1 ïî÷òè âñþäó âMn.

Îïðåäåëåíèå.Èñ÷åðïàíèå {D(t)} ìíîãîîáðàçèÿMn

íàçîâåì áëèçêèì ê øàðîâîìó èñ÷åðïàíèþ, åñëè

îíî ïîðîæäàåòñÿ ôóíêöèåé h ∈ Lip(Mn), òàêîé ÷òî:

1− ε ≤ |∇h| ≤ 1 + ε ï.â. íà Mn \ U ,

ãäå ε ≥ 0, U ⊂ Mn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, Vg(U) ≤ ε;

sup
∂D(t)∩U

|∇h| ≤ µ(t)

ïðè ïî÷òè âñåõ t ≥ t0 > 0 (äëÿ íåêîòîðîãî t0 > 0),

ãäå ôóíêöèÿ µ = µ(t) íå óáûâàåò ïðè t ≥ t0 è∫ +∞ dt

µ(t)
= +∞.
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Êðèòåðèé ïàðàáîëè÷íîñòè êîíôîðìíîãî òèïà

Ïðåäëîæåíèå.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìíîãîîáðàçèè

Mn áåñêîíå÷íîãî îáúåìà ñóùåñòâóåò àñèìïòîòè÷å-

ñêè òî÷íîå èñ÷åðïàíèå ìíîãîîáðàçèÿ äëÿ åâêëèäîâà âè-

äà èçîïåðèìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ìíîãîîáðàçèÿ.

Òîãäà åñëè ýòî èñ÷åðïàíèå ÿâëÿåòñÿ áëèçêèì ê øà-

ðîâîìó èñ÷åðïàíèþ ìíîãîîáðàçèÿ, òî Mn èìååò ïàðà-

áîëè÷åñêèé êîíôîðìíûé òèï.

Êðèòåðèé. Ìíîãîîáðàçèå Mn ∈ PC ⇐⇒
ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ ìåòðèêà g ∈ ConfMn, â êîòîðîé

èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ P ìíîãîîáðàçèÿ Mn

èìååò åâêëèäîâ âèä P(x) = c · x
n−1
n , δ < x < +∞,

è ÿâëÿåòñÿ ε-àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîé íà èñ÷åðïàíèè,

áëèçêîì ê øàðîâîìó èñ÷åðïàíèþ ìíîãîîáðàçèÿ.

Çäåñü δ > 0 è ε > 0 � íàïåðåä çàäàííûå çíà÷åíèÿ.

Ïîñòðîåííûå íàìè ïðèìåðû (êîíòðïðèìåðû)

HC-ìíîãîîáðàçèé ïîêàçûâàþò, ÷òî

� áåç êàêîãî-ëèáî äîïîëíèòåëüíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ
î âèäå ε-àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîãî èñ÷åðïàíèÿ êðèòåðèé
ïàðàáîëè÷åñêîãî êîíôîðìíîãî òèïà íå ñïðàâåäëèâ,

� ñóùåñòâåííû âñå óñëîâèÿ, ãëàâíûì îáðàçîì,

îáà ïðåäïîëîæåíèÿ íà ôóíêöèþ µ(t), èç îïðåäåëåíèÿ

èñ÷åðïàíèÿ, áëèçêîãî ê øàðîâîìó èñ÷åðïàíèþ.
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Ïðèìåðû íåêîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé
ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîíôîðìíîãî òèïà ñ

åâêëèäîâûì èçîïåðèìåòðè÷åñêèì íåðàâåíñòâîì

Ïðèìåð 1. Â îòêðûòîì êðóãå U ⊂ R2 ïîñòðîåíà
êîíôîðìíî-åâêëèäîâà ïîëíàÿ ìåòðèêà g òàêàÿ, ÷òî

Vg(U) = +∞ è ∀D b U ïðè Vg(D) > δ âûïîëíÿ-
åòñÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî åâêëèäîâà âèäà.
Íà ìíîãîîáðàçèè (U, g) ýòî èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðà-
âåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ε-àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûì.

Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùåå ε-àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîå
èñ÷åðïàíèå êðóãà U óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì îïðå-
äåëåíèÿ èñ÷åðïàíèÿ, áëèçêîãî ê øàðîâîìó èñ÷åðïàíèþ,

êðîìå óñëîâèÿ ðîñòà íà µ(t), à èìåííî, ýòà ôóíêöèÿ
â äàííîì ïðèìåðå èìååò âèä µ(t) = c t ln2 t, t ≥ t0.

Ïðèìåð 2. Ïîñòðîåíî ïîëíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì
(M 2, g) ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîíôîðìíîãî òèïà òàêîå, ÷òî
Vg(M

2) = +∞ è ∀D ⊂ M 2 ïðè Vg(D) > δ âûïîëíÿåòñÿ
åâêëèäîâî èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî. Íà (M 2, g)
íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ε-àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûì.

Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùåå ε-àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîå
èñ÷åðïàíèå ìíîãîîáðàçèÿM 2 óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëî-
âèÿì îïðåäåëåíèÿ èñ÷åðïàíèÿ, áëèçêîãî ê øàðîâîìó,

êðîìå óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè µ(t).
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