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Áëàãîäàðþ îðãàíèçàòîðîâ êîíôåðåíöèè çà ïðèãëàøåíèå ñäåëàòü
äîêëàä. ß ñîãëàñèëñÿ èç-çà þáèëåÿ è íåóâåðåííîñòè äîæèòü äî
ñëåäóþùåãî. Èíûõ óæ íåò, à òå äàëå÷å. 55 ëåò íàçàä ñëó÷àéíî èç 7
àáèòóðèåíòîâ, ïîñåëåííûõ â îäíîé êîìíàòå, ÿ îäèí ïîñòóïèë â ÍÃÓ.
Óäà÷à, ÷òî Þ.Ô.Áîðèñîâ ïðåäëîæèë ìíå òðóäíóþ òåìó äèïëîìíîé
ðàáîòû. Åå õâàòèëî íà ìîè êàíäèäàòñêóþ è â êàêîé-òî ñòåïåíè
äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèè. Ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ â íàøåé
ïîñåëêîâîé ñðåäíåé øêîëå â Âîñòî÷íîì Êàçàõñòàíå íå áûëî, â
ÔÌØ ÿ íå ó÷èëñÿ. Âîçìîæíî ïîýòîìó ìîé ïîäõîä ê ãåîìåòðèè
ñîñòîÿë â ïîèñêå ïðîñòûõ îïðåäåëåíèé îñíîâíûõ ïîíÿòèé. Ìîæåò,
ýòî ïîìîæåò ñäåëàòü äîêëàä è ðàññêàçàòü êðàòêî î íåêîòîðûõ
çàäà÷àõ è ðåçóëüòàòàõ, ñâÿçàííûõ è ñ ìîèìè ðàáîòàìè.



Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ ðàññòîÿíèå
ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè ðàâíî èíôèìóìó äëèí ñîåäèíÿþùèõ
èõ ïóòåé, ò.å. ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ïî
À.Ä.Àëåêñàíäðîâó. Åñëè îíî ëîêàëüíî êîìïàêòíî è ïîëíî, òî ïî
òåîðåìå Êîí-Ôîññåíà ëþáûå äâå òî÷êè ñîåäèíèìû êðàò÷àéøåé,
ðåàëèçóþùåé óïîìÿíóòûé èíôèìóì. Ïðîñòðàíñòâî ñ ïîñëåäíèì
ñâîéñòâîì íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì. Òðåóãîëüíèê T â
ïðîñòðàíñòâå, ñòîðîíû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè, áóäåì
íàçûâàòü ïðîñòî òðåóãîëüíèêîì. Òðåóãîëüíèê TK â 2-ìåðíîì
îäíîñâÿçíîì ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå S2

K ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé
êðèâèçíû K ñî ñòîðîíàìè, äëèíû êîòîðûõ ðàâíû äëèíàì ñòîðîí
òðåóãîëüíèêà T, íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíèêîì ñðàâíåíèÿ äëÿ T.
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Òåîðåìà Àäàìàðà�Êàðòàíà [1] óòâåðæäàåò, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíîå
îòîáðàæåíèå ñ íà÷àëîì â ëþáîé òî÷êå ïîëíîãî îäíîñâÿçíîãî
ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M (ðàçìåðíîñòè, íå ìåíüøåé 2)
íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû åñòü äèôôåîìîðôèçì, ÷òî ïîçâîëÿåò
ââåñòè â òàêîì ìíîãîîáðàçèè ãëîáàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò.
Ñ ïîìîùüþ ýòîãî â [1] äîêàçàíî, ÷òî óãëû ëþáîãî òðåóãîëüíèêà T â
M íå áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ åâêëèäîâà òðåóãîëüíèêà
ñðàâíåíèÿ T0 äëÿ T. Â [3] Àëåêñàíäðîâ ñóùåñòâåííî îáîáùèë ýòî
óòâåðæäåíèå: óãëû òðåóãîëüíèêà T â ãåîäåçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå RK

êðèâèçíû ≤ K â åãî ñìûñëå, ñ íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòüþ
êðàò÷àéøèõ îò êîíöîâ, íå áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ åãî
òðåóãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ TK .
Çàìå÷àíèå 1 [4]. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ëîêàëüíûì
ñóùåñòâîâàíèåì êðàò÷àéøèõ èìååò êðèâèçíó ≥ k (ñîîòâåòñòâåííî,
≥ k è ≤ K, ãäå k ≤ K) ïî Àëåêñàíäðîâó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ëîêàëüíî êàæäàÿ ÷åòâåðêà òî÷åê ïðîñòðàíñòâà äîïóñêàåò
èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå â òðåõìåðíîå îäíîñâÿçíîå ðèìàíîâî
ìíîãîîáðàçèå S3

k′ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé êðèâèçíû k′ ≥ k
(ñîîòâåòñòâåííî, k ≤ k′ ≤ K). Àíàëîãè÷íîå, íî íåñêîëüêî áîëåå
ñëîæíîå óòâåðæäåíèå, ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîñòðàíñòâ êðèâèçíû ≤ K.



Â [2] Àëåêñàíäðîâ äîêàçàë, ÷òî óãëû êàæäîãî òðåóãîëüíèêà T
ãåîäåçè÷åñêîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè P 2 êðèâèçíû ≥ k â åãî ñìûñëå
íå ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ åãî òðåóãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ Tk.
Â [5] Â.À.Òîïîíîãîâ äîêàçàë, ÷òî óãëû êàæäîãî òðåóãîëüíèêà T â
ïîëíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè M ðàçìåðíîñòè, íå ìåíüøåé 2,
ñåêöèîííûå êðèâèçíû êîòîðîãî ≥ k âî âñåõ òî÷êàõ ïî âñåì
äâóìåðíûì íàïðàâëåíèÿì σ, íå ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ åãî
òðåóãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ Tk. Ïðè ýòîì, åñëè k > 0, òî ïåðèìåòð
òðåóãîëüíèêà T íå áîëüøå 2π/k.

Ýòà òåîðåìà ñðàâíåíèÿ óãëîâ Òîïîíîãîâà ñûãðàëà âàæíóþ ðîëü â
äàëüíåéøåì ðàçâèòèè ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè â öåëîì. Îòìåòèì
ñëåäóþùóþ òåîðåìó Êëèíãåíáåðãà î ñôåðå [6]:
Ïîëíîå îäíîñâÿçíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M ðàçìåðíîñòè ≥ 2
ãîìåîìîðôíî ñôåðå, åñëè åãî ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà δ-îãðàíè÷åíà ñ
δ > 1/4, ò.å. îíà íå ìåíüøå òàêîãî δ è íå áîëüøå 1 ïî âñåì
äâóìåðíûì íàïðàâëåíèÿì σ âî âñåõ òî÷êàõ èç M.
Ïîñëå ðàáîò Õýìèëòîíà è Ïåðåëüìàíà ïðèøëà äðóãàÿ ýïîõà, âðåìÿ
ïîòîêîâ Ðè÷÷è, è ñ èõ ïîìîùüþ â ðàáîòå [7] àâòîðû äîêàçàëè, ÷òî
ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ (íà ñàìîì äåëå äàæå ïðè ÷óòü áîëåå ñëàáûõ
óñëîâèÿõ íà êðèâèçíû) ìíîãîîáðàçèå M äèôôåîìîðôíî ñôåðå.



8. Cheeger J., Gromoll D. The structure of complete manifolds of
nonnegative curvature. Bull. Amer. Math. Soc. 74, 1147-1150 (1968).

9. Cheeger J., Gromoll D. The structure of complete manifolds of
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Â ñòàòüå [8] ×èãåð è Ãðîìîë àíîíñèðîâàëè, ÷òî êàæäîå ïîëíîå
îòêðûòîå (íåêîìïàêòíîå) ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M ñåêöèîííîé
êðèâèçíû ≥ 0 äèôôåîìîðôíî íîðìàëüíîìó ðàññëîåíèþ íàä
íåêîòîðûì êîìïàêòíûì âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì S
áåç êðàÿ â M (äóøîé, soul). Íî â èõ ñòàòüå [9] áûë äîêàçàí òîëüêî
ñîîòâåòñòâóþùèé ãîìåîìîðôèçì.

Óïîìÿíóòûé àíîíñ èç [8] äîêàçàë Â.À.Øàðàôóòäèíîâ â ñòàòüå [10].

Ëèøü 22 ãîäà ñïóñòÿ ïîñëå [9] Ã.ß.Ïåðåëüìàí äîêàçàë â êîðîòêîé
ñòàòüå [11] ãèïîòåçó ×èãåðà�Ãðîìîëà: Åñëè ïîëíîå îòêðûòîå
ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M ðàçìåðíîñòè n ≥ 2 íåïîëîæèòåëüíîé
ñåêöèîííîé êðèâèçíû èìååò â êàêîé-íèáóäü òî÷êå ïîëîæèòåëüíûå
ñåêöèîííûå êðèâèçíû ïî âñåì äâóìåðíûì íàïðàâëåíèÿì, òî M
äèôôåîìîðôíî Rn.



Â.À.Øàðàôóòäèíîâ ïîñòðîèë â ñòàòüå [12] íåêîòîðîãî ðîäà
ìåòðè÷åñêóþ ðåòðàêöèþ, (îòîáðàæåíèå Øàðàôóòäèíîâà) sh
ïðîñòðàíñòâà M íà S è îïèñàë íåêîòîðûå åå ñâîéñòâà. Åñòåñòâåííî
âîçíèê âîïðîc: ÿâëÿåòñÿ ëè îòîáðàæåíèå sh ãëàäêèì êëàññà C∞?

Íà ñàìîì äåëå îòîáðàæåíèå sh ÿâëÿåòñÿ ñóáìåòðèåé [13].
Îòîáðàæåíèå p ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M â ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî N íàçûâàåòñÿ ñóáìåòðèåé, åñëè p îòîáðàæàåò êàæäûé
çàìêíóòûé øàð â M íà çàìêíóòûé øàð òîãî æå ðàäèóñà â N ,
ïåðåâîäÿ öåíòð øàðà â öåíòð. Â [13] äîêàçàíî, ÷òî êàæäàÿ
ñóáìåòðèÿ C∞-ãëàäêèõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé (â ÷àñòíîñòè, sh)
� C1,1-îòîáðàæåíèå, ò.å. åå äèôôåðåíöèàë ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ
ëèïøèöåâûì. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå óëó÷øàåìî [13], íî åñòü
ãèïîòåçà [13]: åñëè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ òàêîé ñóáìåòðèè p èìååò
íåïîëîæèòåëüíóþ ñåêöèîííóþ êðèâèçíó, òî p áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìà. Ðèìàíîâà ñóáìåðñèÿ ïîëíûõ ðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé õàðàêòåðèçóåòñÿ êàê ñóáìåòðèÿ êëàññà C∞ [13].

Â ñòàòüå [14] Á.Âèëêèíã äîêàçàë â ÷àñòíîñòè, ÷òî sh ∈ C∞.
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Â [1] Ý.Êàðòàí äîêàçàë, ÷òî ëîêàëüíî â ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè
ìîäóëü ðàçíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà T è åãî
åâêëèäîâà òðåóãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ T0 íå áîëüøå ïðîèçâåäåíèÿ
ïëîùàäè S(T0) òðåóãîëüíèêà T0 è ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà (ñêîëü
óãîäíî ìàëî îòëè÷àþùåãîñÿ îò òðåòè ìàêñèìóìà ìîäóëåé íèæíåé è
âåðõíèõ ãðàíèö ñåêöèîííûõ êðèâèçí â ðàññìàòðèâàåìîé
îêðåñòíîñòè). Â [15] äîêàçàíî, ÷òî G-ïðîñòðàíñòâî Áóçåìàíà,
óäîâëåòâîðÿþùåå òàêîìó ëîêàëüíîìó óñëîâèþ, èçîìåòðè÷íî
ðèìàíîâó ìíîãîîáðàçèþ êëàññà C0, ò.å. èìåþùåìó àòëàñ êëàññà C1 c
íåïðåðûâíûìè êîìïîíåíòàìè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â ýòîì àòëàñå.
Áëàãîäàðÿ Àëåêñàíäðîâó, ýòî ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê:

Òåîðåìà 1.

Ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé,
óäîâëåòâîðÿþùåå ëîêàëüíûì óñëîâèÿì ïðîäîëæàåìîñòè êðàò÷àéøèõ
è äâóñòîðîííåé îãðàíè÷åííîñòè êðèâèçíû ïî Àëåêñàíäðîâó,
èçîìåòðè÷íî ðèìàíîâó ìíîãîîáðàçèþ êëàññà C0 íåêîòîðîé
ðàçìåðíîñòè n ≥ 2.



Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû áûë èñïîëüçîâàí ââåäåííûé ìíîé àòëàñ
èç äèñòàíöèîííûõ (òåðìèí Àëåêñàíäðîâà) ñèñòåì êîîðäèíàò, êîãäà â
ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ áåðóòñÿ ðàññòîÿíèÿ äî íåêîòîðûõ n òî÷åê èç
êàæäîé îêðåñòíîñòè. Â êîíöå ñòàòüè [15] áûëî âûñêàçàíî
ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî äèñòàíöèîííûå êîîðäèíàòû äàþò àòëàñ êëàññà
C1,1 ñ ëèïøèöåâûìè êîìïîíåíòàìè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà.

È.Ã.Íèêîëàåâ ñ ïîìîùüþ ââåäåííîé èì ãåîìåòðè÷åñêîé êîíñòðóêöèè
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âåêòîðîâ âäîëü êðàò÷àéøèõ (åå àíàëîã áûë
ðàíåå èçâåñòåí ôèçèêàì) äîêàçàë ýòî ïðåäïîëîæåíèå â ñòàòüå [16].
Íà îñíîâå ýòîãî îí äîêàçàë â [17] âåñüìà íåòðèâèàëüíîå
àíàëèòè÷åñêîå óòâåðæäåíèå: ïðîñòðàíñòâà èç òåîðåìû 1 äîïóñêàþò
àòëàñ èç ãàðìîíè÷åñêèõ ñèñòåì êîîðäèíàò êëàññà C3,α ñ ëþáûì
ïîêàçàòåëåì Ã¼ëüäåðà 0 < α < 1 è ñ êîìïîíåíòàìè ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà êëàññà C1,α è ïî÷òè âñþäó îïðåäåëåííûìè êîìïîíåíòàìè
òåíçîðà êðèâèçíû.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áûëè ñóììèðîâàíû â [18] è ïîçæå â ìîåé
ñîâìåñòíîé ñ Íèêîëàåâûì ÷àñòè îáçîðà ÂÈÍÈÒÈ ïîä ðåäàêöèåé
Þ.Ã.Ðåøåòíÿêà, ïåðåâåäåííîãî íà àíãëèéñêèé â âèäå ìîíîãðàôèè.



Ñòàòüÿ [18] îêàçàëà áîëüøîå âëèÿíèå íà ââåäåíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé
â îáçîðå [19] åãî àâòîðîâ ïî ïîëó÷åííûì èìè ðåçóëüòàòàì î (â
îñíîâíîì êîíå÷íîìåðíûõ) ïðîñòðàíñòâàõ Àëåêñàíäðîâà
îãðàíè÷åííîé ñíèçó êðèâèçíû. Ïî÷åìó-òî òîëüêî ýòè ïðîñòðàíñòâà
ñòàëè ÷àñòî íàçûâàòü ïîçæå ïðîñòðàíñòâàìè Àëåêñàíäðîâà.
Íàïðèìåð, îïðåäåëåíèÿ K-êîíóñà è êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà (êàê
0-êîíóñà íàä ïðîñòðàíñòâîì íàïðàâëåíèé â äàííîé òî÷êå) � òå æå,
÷òî â [18]. Ëèøü íåñêîëüêî èçìåíåíî îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà
íàïðàâëåíèé. Ñàìî îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà Àëåêñàíäðîâà
îãðàíè÷åííîé ñíèçó êðèâèçíû (ëîêàëüíîå óñëîâèå (D) èç [19] äëÿ
÷åòâåðîê òî÷åê, îòëè÷íîå îò õàðàêòåðèçàöèè â Çàìå÷àíèè 1) � ýòî
åãî êðèòåðèé èç ìîåé ñòàòüè [4], õîòÿ â ýòîì îïðåäåëåíèè â îáùåì
ñëó÷àå äàæå ëîêàëüíî íå ïðåäïîëàãàåòñÿ âíóòðåííèé õàðàêòåð
ìåòðèêè. Íî õàðàêòåð äîêàçàòåëüñòâ, è â íåêîòîðîé ñòåïåíè
ðåçóëüòàòîâ, â [19] � äðóãîé, ÷åì â [18]. Ñôîðìóëèðóåì íàèáîëåå
âàæíûå íà íàø âçãëÿä ðåçóëüòàòû èç [19].



Äàëåêèì îáîáùåíèåì òåîðåì ñðàâíåíèÿ óãëîâ Àëåêñàíäðîâà è
Òîïîíîãîâà ÿâëÿåòñÿ Òåîðåìà ãëîáàëèçàöèè 3.2: Â ïîëíîì
ïðîñòðàíñòâå Àëåêñàíäðîâà M êðèâèçíû ≥ k óñëîâèå (D)
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ ÷åòâåðîê òî÷åê â M .

Ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ è k > 0 â Òåîðåìå 3.6 äîêàçàíî, ÷òî äèàìåòð
ïðîñòðàíñòâà M íå áîëüøå π/

√
k, à â Òåîðåìå 3.7 ÷òî ðàçìåð ëþáîé

òðîéêè â M , ò.å. ñóììà èõ ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé, íå áîëüøå 2π/
√
k è

äëÿ ëþáîé ÷åòâåðêè â M ðàçìåðà 2π/
√
k âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (D).

Îòìåòèì òàêæå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ñóáìåòðèè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ k, òî
è åå îáðàç åñòü ïðîñòðàíñòâî Àëåêñàíäðîâà êðèâèçíû ≥ k (â [19] ýòî
äîêàçàíî äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ñóáìåòðèè: ïðîñòðàíñòâà
ýêâèäèñòàíòíîãî ñëîåíèÿ), ÿâëÿþùååñÿ äàëåêèì îáîáùåíèåì
ñîîòâåòñòâóþùåãî èçâåñòíîãî ðåçóëüòàòà äëÿ ñåêöèîííûõ êðèâèçí
ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé: îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è îáðàçà ðèìàíîâîé
ñóáìåðñèè.



20. Áåðåñòîâñêèé Â. Í. Îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé. Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ 301:2, 268-271 (1988).

21. Áåðåñòîâñêèé Â. Í. Îäíîðîäíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé. I. Ñèá. ìàòåì. æóðí. 29:6, 17-29 (1988).

22. Áåðåñòîâñêèé Â. Í. Î ñòðóêòóðå îäíîðîäíûõ ëîêàëüíî
êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Ñèá. ìàòåì. æóðí.
30:1, 23-34 (1989).

23. Áåðåñòîâñêèé Â. Í. Îäíîðîäíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé. II. Ñèá. ìàòåì. æóðí. 30:2, 14-28 (1989).

24. Áåðåñòîâñêèé Â. Í. Ãåîäåçè÷åñêèå íåãîëîíîìíûõ
ëåâîèíâàðèàíòíûõ âíóòðåííèõ ìåòðèê íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà è
èçîïåðèìåòðèêñû ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî. Ñèá. ìàòåì. æóðí. 35:1,
3-11 (1994).

25. Berestovskii V.N., Plaut C.P. Homogeneous spaces of curvature
bounded below. J. Geom. Analysis. 9:2, 203-219 (1999).



Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè äëÿ
ëþáûõ åãî òî÷åê x, y ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ f ïðîñòðàíñòâà M íà
ñåáÿ òàêàÿ, ÷òî f(x) = y.
Â [20] àíîíñèðîâàíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
1. Êàæäîå êîíå÷íîìåðíîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå îäíîðîäíîå
ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì,
èçîìåòðè÷íûì îäíîðîäíîìó ïðîñòðàíñòâó G/H ñâÿçíîé ãðóïïû Ëè
G ïî åå êîìïàêòíîé ïîäãðóïïå H, ñíàáæåííîìó G-èíâàðèàíòíîé
(ñóá)ôèíñëåðîâîé ìåòðèêîé ρ.
2. Ïóñòü (M,ρ) � áåñêîíå÷íîìåðíîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå
îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Òîãäà ñóùåñòâóþò
áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîðîäíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ
âíóòðåííåé ìåòðèêîé (Mn, ρn), ñóáìåòðèè pn : (M,ρ) → (Mn, ρn),
pnm : (Mm, ρm) → (Mn, ρn), n < m, òàêèå, ÷òî pnk = pnmpmk,
n < m < k; ρn(pn × pn) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà M ×M ê ρ ïðè
n→ ∞.



3. Â óñëîâèÿõ ï. 1 íà ãðóïïå Ëè G ñóùåñòâóåò ëåâîèíâàðèàíòíàÿ
(ñóá)ôèíñëåðîâà ìåòðèêà σ òàêàÿ, ÷òî êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ
p : (G, σ) → (G/H, ρ) åñòü ñóáìåòðèÿ. Ïðè ýòîì êàæäàÿ êðàò÷àéøàÿ
â (G/H, ρ) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé íåêîòîðîé êðàò÷àéøåé â (G, σ).

4. Â óñëîâèÿõ ï. 3, êðàò÷àéøèå â (G, σ), ïàðàìåòðèçîâàííûå äëèíîé
äóãè, � ýòî â òî÷íîñòè ðåøåíèÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé çàäà÷è
îïòìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ âèäà ġ(t) = dlg(t)(u(t)), u(t) ∈ U, ñ
èçìåðèìûìè óïðàâëåíèÿìè u(t), ãäå U � çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð
åäèíè÷íîãî ðàäèóñà íåêîòîðîé íîðìû â ïîäïðîñòðàíñòâå p àëãåáðû
Ëè g ãðóïïû Ëè G, ïîðîæäàþùåãî àëãåáðó g.

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ðåçóëüòàòîâ îïóáëèêîâàíû â [21]�[23]. Ïðè
ýòîì äîêàçàòåëüñòâî ï. 2 èñïîëüçóåò èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î
ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïïàõ, ïîëó÷åííûå â õîäå
äîêàçàòåëüñòâà 5-é ãèïîòåçû Ãèëüáåðòà.

Â ðàáîòå [24] âîçìîæíî âïåðâûå íàéäåíû êðàò÷àéøèå ïðîèçâîëüíîé
ëåâîèíâàðèàíòíîé ñóáôèíñëåðîâîé ìåòðèêè íà ïðèìåðå
(òðåõìåðíîé) ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà
Ïîíòðÿãèíà äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ èç ï. 4.



Â ñòàòüå [25] äîêàçàíî, ÷òî êàæäîå ëîêàëüíî ñâÿçíîå
ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî G/H ñâÿçíîé ëîêàëüíî êîìïàêòíîé
òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû G ñ 1-é àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè ïî åå
êîìïàêòíîé ïîäãðóïïå H äîïóñêàåò G-èíâàðèàíòíóþ âíóòðåííþþ
ìåòðèêó êðèâèçíû ≥ k ïî Àëåêñàíäðîâó ïðè íåêîòîðîì k. Åñëè G/H
êîìïàêòíî, ìîæíî âçÿòü k = 0. Îáðàòíî, âñÿêîå îäíîðîäíîå ëîêàëüíî
êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî (M,ρ) ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé êðèâèçíû
≥ k ïîëó÷àåòñÿ òàêèì îáðàçîì. Îíî ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîìåðíûì.

Íà îñíîâå [21�23] â [25] óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè (M,ρ) èìååò
áåñêîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü, òî âñå îäíîðîäíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ
âíóòðåííåé ìåòðèêîé (Mn, ρn) èç ï. 2 � îäíîðîäíûå ðèìàíîâû
ìíîãîîáðàçèÿ ñ ñåêöèîííûìè êðèâèçíàìè ≥ k, à âñå ñóáìåòðèè
pnm : (Mm, ρm) → (Mn, ρn), n < m, � ðèìàíîâû ñóáìåðñèè.

Åñëè (M,ρ) � îäíîðîäíîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ
âíóòðåííåé ìåòðèêîé êðèâèçíû ≤ K ïî Àëåêñàíäðîâó, òî (M,ρ) �
ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ñåêöèîííûìè êðèâèçíàìè ≤ K [25].



Â [25] ââåäåíû ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (M,ρ) íàçûâàåòñÿ δ-îäíîðîäíûì, åñëè
äëÿ ëþáûõ åãî òî÷åê x, y ñóùåñòâóåò ïåðåâîäÿùàÿ ïåðâóþ òî÷êó âî
âòîðóþ èçîìåòðèÿ f (δ-ïåðåíîñ) ïðîñòðàíñòâà (M,ρ) ñ
ìàêñèìàëüíûì ñìåùåíèåì â òî÷êå x.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (M,ρ) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ïî

Êëèôôîðäó-Âîëüôó, êðàòêî ÊÂ-îäíîðîäíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ åãî
òî÷åê x, y ñóùåñòâóåò ïåðåâîäÿùàÿ ïåðâóþ òî÷êó âî âòîðóþ
èçîìåòðèÿ f (ÊÂ-ïåðåíîñ) ïðîñòðàíñòâà (M,ρ), ñìåùàþùàÿ âñå
òî÷êè â (M,ρ) íà îäíî è òî æå ðàññòîÿíèå.

ßñíî, ÷òî ÊÂ-îäíîðîäíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî δ-îäíîðîäíî, à
δ-îäíîðîäíîå îäíîðîäíî.

Ëîêàëüíî êîìïàêòíîå δ-îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé êðèâèçíû ≥ k ïî Àëåêñàíäðîâó èìååò êðèâèçíó ≥ 0 [25].



26. Berestovskii V.N., Nikonorov Yu.G. On δ-homogeneous Riemannian
manifolds. Di�erent. Geometry and Its Applications. 26, 514-535 (2008).

27. Berestovskii V.N., Nikonorov Yu.G. Killing vector �elds of constant
length on locally symmetric Riemannian manifolds. Transformation
Groups. 13:1, 25-45 (2008).

28. Áåðåñòîâñêèé Â.Í., Íèêîíîðîâ Þ.Ã. Êèëëèíãîâû âåêòîðíûå ïîëÿ
ïîñòîÿííîé äëèíû íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ I. Ñèá. ìàòåì. æóðí.
49:3, 497-514 (2008). II. Ñèá. ìàòåì. æóðí. 59:2, 267-278 (2009).
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(2021).
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Â ðàáîòàõ [26�32] ìíîãîñòîðîííå èçó÷àþòñÿ δ-îäíîðîäíûå è
ÊÂ-îäíîðîäíûå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîñêîëüêó äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî íîðìàëüíûå îäíîðîäíûå ïî Ì.Áåðæå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ
δ-îäíîðîäíû, òî ïîñëåäíèå ïðîñòðàíñòâà â ðèìàíîâîì, äà è â äðóãèõ
ñëó÷àÿõ, íàçûâàþòñÿ åùå îáîáùåííûìè íîðìàëüíûìè îäíîðîäíûìè.
Èññëåäóþòñÿ è áîëåå îáùèå ãåîäåçè÷åñêè îðáèòàëüíûå ðèìàíîâû
ìíîãîîáðàçèÿ, êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ â êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îðáèòîé
íåêîòîðîé 1-ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû èçîìåòðèé; îíè âêëþ÷àþò âñå
ñëàáî ñèììåòðè÷åñêèå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ [31] è îáîáùåííûå
íîðìàëüíûå îäíîðîäíûå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ.

Â ñòàòüÿõ [33�35] èçó÷àþòñÿ êîíå÷íûå îäíîðîäíûå ìåòðè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà, â òîì ÷èñëå èõ ïîäêëàññû ÊÂ-îäíîðîäíûõ è
δ-îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ âñåõ
ïðàâèëüíûõ è ïîëóïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ â êîíå÷íîìåðíûõ
åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïî ñâîéñòâàì ÊÂ-îäíîðîäíîñòè è
δ-îäíîðîäíîñòè.



36. Àëåêñàíäðîâ À. Ä. Î ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà. Óñï. ìàòåì.
íàóê. 5:3, 187 (1950).

37. Àëåêñàíäðîâ À. Ä., Îâ÷èííèêîâà Â. Â. Çàìå÷àíèÿ ê îñíîâàì
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Âåñòí. ËÃÓ., 1953, âûï. 11, 95-110.

38. Áîðèñîâ Þ. Ô. Î ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïñåâäîåâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà. Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. 1960. � 6, 31�39.

39. Áîðèñîâ Þ. Ô. Îá àêñèîìàòè÷åñêîì îïðåäåëåíèè ãðóïï Ãàëèëåÿ
è Ëîðåíöà. Ñèá. ìàòåì. æóðí. 19:6, 1237-1253 (1978).

40. Èîíèí Â. Ê. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèé
Ëîðåíöà. Ñèá. ìàòåì. æóðí. 18:5, 1027-1031 (1977).

41. Êóçüìèíûõ À. Â. Îá îäíîì ìèíèìàëüíîì óñëîâèè,
îïðåäåëÿþùåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà. Ñèá. ìàòåì. æóðí. 17:6,
1321-1326 (1976).



Åùå À.Ýéíøòåéíó áûëî èçâåñòíî, ÷òî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî, ñîõðàíÿþùåå ñêîðîñòü ñâåòà,
åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà. Ïåðâûé íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü
À.Ä.Àëåêñàíäðîâà Â.À.Ôîê ïîñòàâèë åìó âîïðîñ: âåðíî ëè ýòî
óòâåðæäåíèå áåç óñëîâèÿ ëèíåéíîñòè? Åñòåñòâåí àíàëîãè÷íûé âîïðîñ
äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ âðåìåííî-ïîäîáíûå êîíóñû,
ñâåòîâûå êîíóñû (áóäóùåãî), ïðè÷èííûå êîíóñû (áóäóùåãî) èëè
âðåìåííî-ïîäîáíûå êîíóñû áóäóùåãî. Ýòèì âîïðîñàì ïîñâÿùåíà
ñòàòüÿ Àëåêñàíäðîâà 1950 ã. è ñòàòüè [36, 37], åãî ñïåöêóðñ è
ïîñëåäóþùèé ñåìèíàð 1970 ãã. ïî õðîíîãåîìåòðèè â ÍÃÓ. Îñíîâíàÿ
çàäà÷à ñåìèíàðà: äîêàçàòü àôôèííîñòü ïðåîáðàçîâàíèé àôôèííîãî
ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè ≥ 3, ñîõðàíÿþùèõ ñèñòåìó ïàðàëëåëüíûõ
êîíóñîâ, â òîì ÷èñëå âûïóêëûõ, ïðè âîçìîæíî áîëåå ñëàáûõ
óñëîâèÿõ. Áûëî ìíîãî ðàáîò ïî ýòîé òåìàòèêå; ñêàæåì î íåìíîãèõ.



Ïóñòü An, n ≥ 3, � àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ñ äåêàðòîâûìè
êîîðäèíàòàìè x1, . . . , xn è êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé x2 = x2n − Σn−1

k=1x
2
k.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå êîíóñû ñ âåðøèíîé x ∈ An:
(1) Cx = {y : (y − x)2 = 0} � ñâåòîâîé êîíóñ;
(2) Kx = {y : (y − x)2 ≥ 0} � ïðè÷èííûé êîíóñ;
(3) Qx = {y : (y − x)2 > 0} � âðåìåííî-ïîäîáíûé êîíóñ;
Ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè xn ≤ yn ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî
(1+) C+

x � ñâåòîâîé êîíóñ áóäóùåãî;
(2+) K+

x � ïðè÷èííûé êîíóñ áóäóùåãî;
(3+) Q+

x � âðåìåííî-ïîäîáíûé êîíóñ áóäóùåãî.

Îáùàÿ òåîðåìà. Åñëè áèåêöèÿ f : An → An è åå îáðàòíàÿ f−1

ñîõðàíÿþò ñèñòåìó ïàðàëëåëüíûõ êîíóñîâ îäíîãî èç óêàçàííûõ
âèäîâ, òî f åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà (òî÷íåå, åãî ïðÿìîé
àíàëîã) ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäîáèÿ è ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà.

Ñëó÷àé ñèñòåìû êîíóñîâ Cx â ýòîé òåîðåìå âïåðâûå ðàññìîòðåë
Àëåêñàíäðîâ â 1949 ã. [36] (ñì. òàêæå [38]), ñèñòåì C+

x è K+
x � â

[37]. Íàçâàíèÿ ñòàòåé [39�41] íåìíîãî ðàñêðûâàþò èõ ñîäåðæàíèå.



42. Ãóö À. Ê. Àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè. Óñï. ìàò.
íàóê. 37:2, 39-79 (1982).

43. Ïèìåíîâ Ð. È. Ïðîñòðàíñòâà êèíåìàòè÷åñêîãî òèïà. Çàï. íàó÷í.
ñåìèí. ËÎÌÈ, 1968, 6, 3-496.

44. Áåðåñòîâñêèé Â. Í., Ãè÷åâ Â. Ì. Ìåòðèçîâàííûå
ëåâîèíâàðèàíòíûå ïîðÿäêè íà òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïïàõ. Àëãåáðà è
àíàëèç. 11:4, 1-34 (1999).

45. Êóçüìèíûõ À. Â. Îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå ðàññòîÿíèå 1. Ñèá.
ìàòåì. æóðí. 20:3, 597-602 (1979).

46. Berestovskii, V. N. Isometries in Alexandrov spaces of curvature
bounded above. Illinois J. of Math. 46:2, 645-656 (2002).

47. Àíäðååâ Ï. Ä. Çàäà÷à À.Ä.Àëåêñàíäðîâà äëÿ
CAT (0)-ïðîñòðàíñòâ. Ñèá. ìàòåì. æóðí. 47:1, 3-24 (2006).



Â ñòàòüå [42] è êíèãå [43] ïîñòðîåíû íåêîòîðûå àêñèîìàòè÷åñêèå
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (â [43] è íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ ÎÒÎ); â [42]
åñòü áèáëèîãðàôèÿ ðàáîò ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà ïî õðîíîãåîìåòðèè.

Â ñòàòüå [44] ïðåäëàãàåòñÿ ìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ
ëåâîèíâàðèàíòíûõ ïîðÿäêîâ íà òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïïàõ â ñâÿçè ñ
çàäà÷àìè òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ââîäÿòñÿ òðè
ýêâèâàëåíòíûõ ñèñòåìû àêñèîì äëÿ ìåòðèçîâàííûõ ïîðÿäêîâ.
Íàèáîëåå òðàäèöèîííàÿ èç íèõ îñíîâàíà íà ïîíÿòèè ïî÷òè
âíóòðåííåé àíòèìåòðèêè, ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåíèåì âíóòðåííåé
êèíåìàòè÷åñêîé ìåòðèêè èç [43]. Ìåòðèçîâàííûå ïîðÿäêè íà
ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ãðóïïàõ ðåàëèçîâàíû â âèäå ïðåäåëà
ìåòðèçîâàííûõ ïîðÿäêîâ íà ãðóïïàõ Ëè. Àíòèìåòðèêè íà ãðóïïàõ Ëè
âêëþ÷àþò â ñåáÿ ëåâîèíâàðèàíòíûå (ñóá)ëîðåíöåâû ìåòðèêè.



Òåìàòèêà ñåìèíàðà ïî õðîíîãåîìåòðèè âêëþ÷àëà â ñåáÿ è
õàðàêòåðèçàöèè èçîìåòðèé ñïåöèàëüíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

À.Â. Êóçüìèíûõ äîêàçàë â [45], ÷òî îòîáðàæåíèå f : (M,ρ) → (M,ρ),
ãäå (M,ρ) åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè ≥ 2 èëè
ïðîñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãî, � èçîìåòðèÿ, åñëè îíî ñîõðàíÿåò
ðàññòîÿíèå 1, ò.å. åñëè x, y ∈M è ρ(x, y) = 1, òî ρ(f(x), f(y)) = 1.

ß äîêàçàë â [46], ÷òî êàæäàÿ áèåêöèÿ f îäíîñâÿçíîãî ëîêàëüíî
êîìïàêòíîãî ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé êðèâèçíû
≤ K < 0 ïî Àëåêñàíäðîâó, ñôåðû êîòîðîãî ëèíåéíî ñâÿçíû,
ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé, åñëè f è f−1 îòîáðàæàþò êàæäûé çàìêíóòûé
øàð ôèêñèðîâàííîãî ðàäèóñà r > 0 íà çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà r.

Â ñòàòüå [47] Ï.Ä.Àíäðååâ äîêàçàë, ÷òî îòâåò íà ïîñòàâëåííûé â [46]
âîïðîñ, âåðíî ëè òî æå óòâåðæäåíèå äëÿ K = 0, ïîëîæèòåëüíûé.
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50. Geroch, R. P. Domain of dependence. J. Mathematical Phys. 11, 437
(1970).

51. Bernal, A. N., S�anches M. On smooth Cauchy hypersurfaces and
Geroch's splitting theorem. Commun. Math. Phys. 243, 461�470 (2003).



Â íà÷àëå 1970-õ ãã. Â.À.Òîïîíîãîâ ïðåäëîæèë ñëåäóþùóþ
èíòåðåñíóþ

Çàäà÷à 1. Â çàìêíóòîé âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè äåêàðòîâîé
ïëîñêîñòè (x, y) îïðåäåëåíà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ
âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî f(x, 0) ≡ 0 è âñþäó |∂f∂y | ≤ |∂f∂x |.
Äîêàçàòü, ÷òî f ≡ 0 âñþäó.

Ïåðâîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è áûëî ïîëó÷åíî â [48]. ß
ñôîðìóëèðóþ çäåñü òîëüêî ïîñëåäíèé îáùèé ðåçóëüòàò, èç êîòîðîãî
ñëåäóþò âñå áîëåå ðàííèå.



Îïðåäåëåíèå 1.

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ (M, g) åñòü ñâÿçíîå õàóñäîðôîâî C∞-ãëàäêîå
ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè ≥ 2 è ñèãíàòóðû (+,+, . . . ,−)
ñî ñ÷åòíîé áàçîé òîïîëîãèè τ è âðåìåííîé îðèåíòàöèåé X, ò.å.
(ãëîáàëüíûì) ãëàäêèì, íåçàíóëÿþùèìñÿ âðåìåííî-ïîäîáíûì
âåêòîðíûì ïîëåì. Êàæäûé íåïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûé âåêòîð
v ∈ TpM, p ∈M, íàïðàâëåí â áóäóùåå èëè íàïðàâëåí â ïðîøëîå, ÷òî
îçíà÷àåò g(X(p), v) < 0 (ñîîòâåòñòâåííî, g(X(p), v) > 0).



Îïðåäåëåíèå 2.

Ïðè÷èííîå áóäóùåå J+(L) (ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷èííîå ïðîøëîå
J−(L)) ïîäìíîæåñòâà L â (M, g) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê q ∈M,
äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ êóñî÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ
êðèâàÿ c = c(t), t ∈ [a, b], ñ íàïðàâëåííûìè â áóäóùåå
(ñîîòâåòñòâåííî, â ïðîøëîå) íåïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûìè
êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè òàêàÿ, ÷òî c(a) ∈ L, c(b) = q. Áóäåì
íàçûâàòü êîðîòêî êðèâûå îáîèõ òàêèõ òèïîâ
íåïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûìè êðèâûìè. Òàêèì æå îáðàçîì
îïðåäåëÿåòñÿ õðîíîëîãè÷åñêîå áóäóùåå I+(L) (ñîîòâåòñòâåííî,
õðîíîëîãè÷åñêîå ïðîøëîå I−(L)) ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè, ÷òî
êàñàòåëüíûå âåêòîðû êðèâîé c âðåìåííî-ïîäîáíû.

Îïðåäåëåíèå 3.

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè

1) Ìíîæåñòâà I+(p) ∩ I−(q), p, q ∈M, ñîñòàâëÿþò áàçó òîïîëîãèè τ ;

2) âñå ìíîæåñòâà J+(p) ∩ J−(q), p, q ∈M, êîìïàêòíû.



Îïðåäåëåíèå 4.

Íåïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíàÿ êðèâàÿ c = c(t), t ∈ (a, b), íàçûâàåòñÿ
íåðàñøèðÿåìîé, åñëè íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëîâ limt→a+ c(t) è
limt→b− c(t).

Îïðåäåëåíèå 5.

Ïîâåðõíîñòü Êîøè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè (M, g) ðàçìåðíîñòè n+ 1
� çàìêíóòîå n-ìåðíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå S ⊂M,
ïåðåñåêàþùååñÿ ñ êàæäîé íåðàñøèðÿåìîé
íåïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíîé êðèâîé â (M, g) â òî÷íîñòè â îäíîé
òî÷êå.

Åñëè S � ëþáàÿ ïîâåðõíîñòü Êîøè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè (M, g),
òî M = J+(S) ∪ J−(S).



Òåîðåìà 2, [50].

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ãëîáàëüíî ãèïåðáîëè÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíî èìååò íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü Êîøè.

Òåîðåìà 3, [50].

Äëÿ ëþáîé ïîâåðõíîñòè Êîøè S â ãëîáàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè (M, g) ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì
ψ :M ∼= S × R òàêîé, ÷òî St = ψ−1(S × {t}) � ïîâåðõíîñòü Êîøè
äëÿ ëþáîãî t ∈ R.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îòâåò íà äîëãî ñòîÿâøèé âîïðîñ.

Òåîðåìà 4, [51].

Ëþáîå ãëîáàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòàðàíñòâî-âðåìÿ äîïóñêàåò
ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü Êîøè S è ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ψ â òåîðåìå 3
ìîæíî âçÿòü äèôôåîìîðôèçì.



Òåîðåìà 5, [48,49].

Ïóñòü f � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
íà ãëîáàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè (M, g) ñ
ïîâåðõíîñòüþ Êîøè S è äëÿ êàæäîé òî÷êè u ∈M ñóùåñòâóåò
íåíóëåâîé íåïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûé âåêòîð v ∈ TuM òàêîé, ÷òî
df(u)(v) = 0. Òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè u1 ∈ J+(S) (ñîîòâåòñòâåííî,
u1 ∈ J−(S)) ñóùåñòâóåò òî÷êà u0 ∈ S ∩ J−(u1) (ñîîòâåòñòâåííî,
u0 ∈ S ∩ J+(u1)) òàêàÿ, ÷òî f(u1) = f(u0).

Ïðèìåðàìè ãëîáàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ-âðåìåí
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíà Ìèíêîâñêîãî, Ýéíøòåéíà, äå
Ñèòòåðà ïåðâîãî ðîäà, ìíîãèå ìîäåëè À.À.Ôðèäìàíà è
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíà Ðîáåðòñîíà-Óîêåðà. Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà
âîïðîñ Â.À.Òîïîíîãîâà ñëåäóåò èç ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ òåîðåìû 5 äëÿ
äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî R2 = {(x, y)} c
ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé g = dx2 − dy2, âðåìåííîé îðèåíòàöèåé
X ≡ (0, 1) è ïîâåðõíîñòüþ Êîøè S = {(x, 0);x ∈ R}.



Áîëüøîå ñïàñèáî çà âíèìàíèå !


