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В данной работе изучаются свойства устойчивости классов решений u∈W 1,k
loc (V ;Rm),

V ⊂ Rn, дифферециальных уравнений F (u′(x)) = G(u′(x)), строящихся c помощью
квазивыпуклых функций F : Rm×n → R и нуль-лагранжианов G : Rm×n → R, где
равенство выполняется для п. в. x ∈ V .

Здесь k,m, n ∈ N, 2 ≤ k ≤ min{m,n}; u′ =
(∂uµ
∂xν

)
— матрица Якоби отображения

u = (u1, . . . , um) : V ⊂ Rn → Rm; Rm×n — пространство вещественных m× n-матриц.
Непрерывная функция F : Rm×n → R является квазивыпуклой в смысле Ч. Б. Мор-

ри, если
∫

B(0,1)

F (ζ + ϕ′(x)) dx ≥ |B(0, 1)|F (ζ) для всех ϕ ∈ C∞0 (B(0, 1);Rm), ζ ∈ Rm×n.

Функция G : Rm×n → R — нуль-лагранжиан, если функции G и −G квазивыпуклые.
Только аффинные комбинации миноров, называемые квазиаффинными функциями,
являются нуль-лагранжианами.

В обсуждаемых результатах функции F и G удовлетворяют следующим условиям:
(H1) F является строго k-квазивыпуклой в смысле М. А. Сычева, т. е. F — квази-

выпуклая функция такая, что для каждой матрицы ζ ∈ Rm×n и чисел ε, C > 0 суще-
ствует число δ = δζ,ε,C > 0 такое, что для каждого отображения ϕ ∈ C∞0 (B(0, 1);Rm),
удовлетворяющего неравенству ‖ϕ′‖Lk(B(0,1);Rm×n) ≤ C|B(0, 1)|1/k, условие∫

B(0,1)

F (ζ + ϕ′(x)) dx ≤ |B(0, 1)|(F (ζ) + δ)

влечет соотношение |{x ∈ B(0, 1) : |ϕ′(x)| ≥ ε}| ≤ ε|B(0, 1)|;
(H2) G — нуль-лагранжиан;
(H3) F и G — положительно k-однородные функции;
(H4) F (ζ)≥G(ζ), ζ∈Rm×n, и, более того, sup{K≥0:F (ζ)≥KG(ζ), ζ∈Rm×n}=1;
(H5) cF := inf{F (ζ) : ζ ∈ Rm×n, |ζ| = 1} > 0;
(H6) dG := sup

{ ∑
J∈Γkm,I∈Γkn

|γJI ||xI |2 : x ∈ Rn, |x| = 1
}
< kcF /(n− k) в случае k < n.

Здесь Γkl := {I = (i1, . . . , ik) : 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ l, iκ ∈ {1, . . . , l}, κ = 1, . . . , k},
l = n,m; xI := (xi1 , . . . , xik); и γJI ∈ R — коэффициенты из представления нуль-
лагранжиана G в виде линейной комбинации миноров. В силу k-однородности функ-
ции G это представление состоит только из k × k-миноров, т. е.

G(ζ) =
∑

J∈Γkm,I∈Γkn

γJI detJI ζ,

где detJI ζ := det

( ζj1i1 ... ζj1ik
...

. . .
...

ζjki1 ... ζjkik

)
— k×k-минор для m×n-матрицы ζ =

(
ζ11 ... ζ1n
...

...
...

ζm1 ... ζmn

)
,

J = (j1, . . . , jk) ∈ Γkm, I = (i1, . . . , ik) ∈ Γkn.
Получены следующие теоремы.
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Теорема 1 (А. А. Егоров [2]). Пусть функции F и G удовлетворяют предположе-
ниям (H1)–(H6). И пусть V — область в Rn, U — компактное подмножество в V ,
1 ≤ K < K0 = K0(V,U, F,G). Тогда для каждого отображения v ∈ W 1,p

loc (V ;Rm) с
некоторым p > q = q(F,G,K) (1 < q < k), для которого неравенство

F (v′(x)) ≤ KG(v′(x))

выполняется для п. в. x ∈ V , существует отображение u ∈ W 1,k
loc (V ;Rm), удовле-

творяющее F (u′(x)) = G(u′(x)) п. в. в V и такое, что

‖v − u‖C(U ;Rm) ≤ α(K) diam v(V )

и
‖v′ − u′‖Lk(U ;Rm×n) ≤ α(K) diam v(V ),

где α(K) = αV,U,F,G(K) — неотрицательная функция такая, что

lim
K→1

α(K) = α(1) = 0.

Теорема 2 (Н. С. Орлова). Пусть функции F и G удовлетворяют предположениям
(H1)–(H5). И пусть V — ограниченная область в Rn, U — компактное подмноже-
ство в V , M>0. Тогда для каждого отображения v∈W 1,k(V ;Rm) c

∫
V

|v′(x)|k dx≤M ,

удовлетворяющего неравенству∫
V

F (v′(x)) dx ≤ K
∫
V

G(v′(x)) dx

с некоторым 1 ≤ K < K0 = K0(V,U, F,G), найдется отображение u ∈ W 1,k(V ;Rm),
для которого F (u′(x)) = G(u′(x)) п. в. в V , и такое, что

‖v − u‖W 1,k(U ;Rm) < β(K)M1/k,

где β(K) = βV,U,F,G(K) — неотрицательная функция такая, что

lim
K→1

β(K) = β(1) = 0.

Замечание 1. В теореме 2 не требуется выполнение предположения (H6).

В докладе также обсуждаются приложения полученных результатов и приводится
сравнение с ранее известными теоремами устойчивости.
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