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Â ðàçâèòèå êëàññè÷åñêîé òåìàòèêè îá îäíîçíà÷íîé îïðåäåëåííîñòè
çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé èõ âíóòðåííèìè ìåòðèêàìè [1] â ñòà-
òüÿõ [2]� [5] áûë ïðåäëîæåí åùå îäèí ïîäõîä ê ýòîé ïðîáëåìàòèêå, ñî-
ñòîÿùèé â ðåøåíèè çàäà÷ îá îäíîçíà÷íîé îïðåäåëåííîñòè, òàê ñêàçàòü,
êîíôîðìíîãî òèïà.

Ïåðâûì ðåçóëüòàòîì óïîìÿíóòîãî íîâîãî íàïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òå-
îðåìà îá îäíîçíà÷íîé îïðåäåëåííîñòè îãðàíè÷åííûõ âûïóêëûõ ìíîãî-
ãðàííûõ îáëàñòåé â n-ìåðíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn,
n ≥ 4, îòíîñèòåëüíûìè êîíôîðìíûìè ìîäóëÿìè ãðàíè÷íûõ êîíäåíñàòî-
ðîâ. Â äîêëàäå ìû èçëàãàåì ðÿä íîâûõ ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ýòîìó
íàïðàâëåíèþ, ïðè÷åì îäèí èç îñíîâíûõ ñðåäè íèõ � ýòî

Òåîðåìà 1. Ïóñòü P1 = P1(n) � êëàññ âñåõ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé
U â Rn, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ: ãðàíèöà fr U îáëàñòè U � (n − 1)-
ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå êëàññà C0 áåç êðàÿ, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïîïàðíî íå ïåðåêðûâàþùèõñÿ
êëåòîê, ïðè÷åì ðàçìåðíîñòü êàæäîé òàêîé êëåòêè ðàâíà n− 1. Òîãäà
êàæäàÿ îáëàñòü U ⊂ P1, îáëàäàþùàÿ ñâÿçíîé ãðàíèöåé, îïðåäåëÿåò-
ñÿ îäíîçíà÷íî â êëàññå P1 îòíîñèòåëüíûìè êîíôîðìíûìè ìîäóëÿìè
ãðàíè÷íûõ êîíäåíñàòîðîâ ñ òî÷íîñòüþ äî âîçìîæíîãî èñïîëüçîâàíèÿ
äîïîëíèòåëüíîãî àôôèííîãî êîíôîðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ P : Rn → Rn.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U ⊂ Rn (U 6= Rn) � îáëàñòü â
ïðîñòðàíñòâå Rn, ãðàíèöà fr U êîòîðîé � ëèïøèöåâî ìíîãîîáðàçèå ðàç-
ìåðíîñòè n− 1 áåç êðàÿ. Ãðàíè÷íûé êîíäåíñàòîð F = {F1, F2} îáëàñòè
U � ýòî ïàðà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ F1 è F2 ãðàíèöû fr U ýòîé îáëà-
ñòè (õîòÿ áû îäíî èç êîòîðûõ îãðàíè÷åíî), íå èìåþùèõ îáùèõ òî÷åê.
Îòíîñèòåëüíûì êîíôîðìíûì ìîäóëåì MU(F ) ãðàíè÷íîãî êîíäåíñàòîðà
F îáëàñòè U íàçûâàåòñÿ n-ìîäóëü

Mn(ΓF1,F2,U) = inf
R(ΓF1,F2,U )

∫

Rn

[ρ(x)]ndx (1)

ñåìåéñòâà ΓF1,F2,U âñåõ íåïðåðûâíûõ ïóòåé γ : [0, 1] → cl U , ãäå cl U �
çàìûêàíèå îáëàñòè U , òàêèõ ÷òî γ(0) ∈ F1, γ(1) ∈ F2 è γ(t) ∈ U , åñëè
0 < t < 1 (â (1) R(ΓF1,F2,U) � ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ èçìåðè-
ìûõ ïî Áîðåëþ ôóíêöèé ρ : Rn → Ṙ, ãäå Ṙ = R∪{−∞, ∞} � äâóõòî÷å÷-

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóí-
äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 08-01-00531), Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåí-
òà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ïîääåðæêè ìîëîäûõ ðîññèéñêèõ ó÷åíûõ è âåäóùèõ
íàó÷íûõ øêîë Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ïðîåêò ÍØ-6613.2010.1) è ïðîãðàììû îáìåíà
ìåæäó Ðîññèéñêîé è Ïîëüñêîé àêàäåìèÿìè íàóê (2008-2010, ïðîåêò "Óñòîé÷èâîñòü è
ðåãóëÿðíîñòü ðåøåíèé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-
íûìè è ñâÿçàííûå âîïðîñû òåîðèè êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé è òåîðèè ãàðìî-
íè÷åñêèõ ïîëåé").



íàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R = R1, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ

∫
γ
ρds ≥ 1 äëÿ êàæäîãî ñïðÿìëÿåìîãî ïóòè γ ∈ ΓF1,F2,U).

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî L0 = L0(n) � ýòî íåêîòîðûé ïîäêëàññ êëàñ-
ñà L = L(n) âñåõ îáëàñòåé â ïðîñòðàíñòâå Rn, n ≥ 3, îòëè÷íûõ îò
Rn, ãðàíèöà êàæäîé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì ìíîãîîáðàçèåì
ðàçìåðíîñòè n − 1 áåç êðàÿ. Ãîâîðÿò (ñì. [2]� [5]), ÷òî îáëàñòü U ∈ L0

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûìè êîíôîðìíûìè ìîäóëÿìè ñâî-
èõ ãðàíè÷íûõ êîíäåíñàòîðîâ â êëàññå L0, åñëè èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V ∈ L0 è ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôíîå îòîáðàæåíèå
f : fr V → fr U ãðàíèöû frV îáëàñòè V íà ãðàíèöó fr U îáëàñòè U , ñîõðà-
íÿþùåå îòíîñèòåëüíûå êîíôîðìíûå ìîäóëè ãðàíè÷íûõ êîíäåíñàòîðîâ:
MV (F ) = MU(f(F )) (f(F ) = {f(F1), f(F2)}) äëÿ êàæäîãî ãðàíè÷íîãî
êîíäåíñàòîðà F îáëàñòè V . Òîãäà îáëàñòü V ìîæåò áûòü îòîáðàæåíà
ïîñðåäñòâîì êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ íà îáëàñòü U .

Çàìå÷àíèå 2. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî òåîðåìå 1 ìîæíî ïðèäàòü
òàêæå ñëåäóþùèé âèä.

Òåîðåìà 1′. Â ñëó÷àå n ≥ 4 êàæäàÿ îáëàñòü U ïðîñòðàíñòâà Rn,
ïðèíàäëåæàùàÿ êëàññó P1(n) è îáëàäàþùàÿ ñâÿçíîé ãðàíèöåé, îïðåäå-
ëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî â ýòîì êëàññå îòíîñèòåëüíûìè êîíôîðìíûìè åì-
êîñòÿìè ñâîèõ ãðàíè÷íûõ êîíäåíñàòîðîâ-êîëåö.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëîã òåîðåìû 1 è õàðàê-
òåðèçóåò ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ èçîìåòðè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé íà îñíîâå
ïîíÿòèÿ p-ìîäóëåé ñåìåéñòâ ïóòåé.

Òåîåðìà 2. Ïóñòü n ≥ 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U1 è U2 � îãðàíè÷åí-
íûå îáëàñòè ñî ñâÿçíûìè ãðàíèöàìè èç êëàññà P1, òàêèå ÷òî íàéäóòñÿ
ãîìåîìîðôíîå îòîáðàæåíèå f : fr U1 → fr U2 ãðàíèö ýòèõ îáëàñòåé è
÷èñëî p ∈ {]1, n[∪]n,∞[} ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: f ñîõðàíÿåò êàê
îòíîñèòåëüíûå n-ìîäóëè, òàê è îòíîñèòåëüíûå p-ìîäóëè ãðàíè÷íûõ
êîíäåíñàòîðîâ. Òîãäà ñóùåñòâóåò èçîìåòðèÿ H : Rn → Rn, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèþ H(U1) = U2.

Â ñâÿçè ñ îòìå÷åííûìè âûøå ðåçóëüòàòàìè âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé
âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ èõ íà ñëó÷àé ðàçìåðíîñòè n =
3. Íåäàâíî [6] áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ íèæå òåîðåìà 3, ðàñïðîñòðà-
íÿþùàÿ óïîìÿíóòóþ â íà÷àëå òåîðåìó îá îäíîçíà÷íîé îïðåäåëåííîñòè
îãðàíè÷åííûõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííûõ îáëàñòåé â ïðîñòðàíñòâå Rn, ãäå
n > 3, íà òó ñèòóàöèþ, êîãäà n = 3.

Òåîðåìà 3. Êàæäàÿ îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ ìíîãîãðàííàÿ îáëàñòü
U â òðåõìåðíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3 (ò.å. íåïó-
ñòîå îãðàíè÷åííîå ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà îòêðûòûõ òðåõ-
ìåðíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûìè
êîíôîðìíûìè ìîäóëÿìè ñâîèõ ãðàíè÷íûõ êîíäåíñàòîðîâ â êëàññå P2

âñåõ îãðàíè÷åííûõ âûïóêëûõ îáëàñòåé V ⊂ R3. Ïðè ýòîì îáëàñòü U
îïðåäåëÿåòñÿ â êëàññå P2 ñ òî÷íîñòüþ äî âîçìîæíîãî èñïîëüçîâàíèÿ
äîïîëíèòåëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ P : R3 → R3.

Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 â îáùèõ ÷åðòàõ îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïî òîìó æå ïëàíó, ÷òî è äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîé òåî-
ðåìû â ñëó÷àå n > 3, òåì íå ìåíåå îíî ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò
ïîñëåäíåãî (ýòî âûçâàíî íåîáõîäèìîñòüþ âíåñåíèÿ â íåãî ñóùåñòâåííûõ



èçìåíåíèé, ñâÿçàííûõ ñî ñïåöèôèêîé ñëó÷àÿ n = 3).
Â äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ òàêæå ðÿä äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõ-

ñÿ ïðîáëåì îäíîçíà÷íîé îïðåäåëåííîñòè (ìíîãîãðàííûõ îáëàñòåé) êîí-
ôîðìíîãî è èçîìåòðè÷åñêîãî òèïà.
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