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ËÅÂÎÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÛÅ ÏÑÅÂÄÎÐÈÌÀÍÎÂÛÅ ÝÉÍØÒÅÉÍÎÂÛ
ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ÍÀ ÏßÒÈÌÅÐÍÛÕ ÃÐÓÏÏÀÕ ËÈ

ß. Â. ÑËÀÂÎËÞÁÎÂÀ

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ïÿòèìåðíûå àëãåáðû Ëè, äîïóñêàþùèå ëåâîèí-
âàðèàíòíûå ïñåâäîðèìàíîâûå ñàñàêèåâû K-êîíòàêòíûå ýéíøòåéíîâû ñòðóêòóðû.

Èçâåñòíî [1], íå ñóùåñòâóåò K-êîíòàêòíûõ-ýéíøòåéíîâûõ, è òåì áîëåå ñàñàêè-ýéíøòåéíî-
âûõ, ëåâîèíâàðèàíòíûõ ðèìàíîâûõ ñòðóêòóð íà ãðóïïàõ Ëè ðàçìåðíîñòè ≥ 5. Îäíàêî
â ïñåâäîðèìàíîâîì ñëó÷àå òàêèå ñòðóêòóðû ñóùåñòâóþò. Â ðàçìåðíîñòè 5 ñëåäóþùèå
ðàçðåøèìûå àëãåáðû Ëè: ðàçëîæèìûå: r2r2 × Re5, r′2 × R, d4,λ × R(λ 6= 1), d′4,δ(δ 6= 0),
íåðàçëîæèìàÿ: g5,22, äîïóñêàþò ëåâîèíâàðèàíòíûå ïñåâäîðèìàíîâûå ýéíøòåéíîâûå K-
êîíòàêòíûå-ñàñàêèåâûå ñòðóêòóðû. Íàïîìíèì, ÷òî r2r2 � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå àëãåáð Ëè
aff(R)× aff(R), ãäå aff(R) � àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé R; r′2 �
àëãåáðà Ëè aff(C), ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê âåùåñòâåííàÿ àëãåáðà Ëè [2]; à g5,22 - 22-ÿ àë-
ãåáðà Ëè êëàññèôèêàöèîííîãî ñïèñêà À.Äèàòòû ðàçðåøèìûõ è íåðàçëîæèìèõ àëãåáð Ëè
[1]. Ïîäðîáíî ðàññìîòðèì îäíó èç íèõ.
Àëãåáðà Ëè d′4,δ × R(δ 6= 0). Àëãåáðà Ëè d′4,δ(δ 6= 0) èìååò áàçèñ e1, e2, e3, e4, â êîòîðîì

ñêîáêè Ëè çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[e1, e2] = e3, [e1, e4] = −δ
2
e1 + e2, [e3, e4] = −δe3, [e2, e4] = −e1 −

δ

2
e2.

Îíà ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé, íî íå íèëüïîòåíòíîé. Ïåðâûé ïðîèçâîäíûé èäåàë D1d′4,δ
èìååò ðàçìåðíîñòü 3, öåíòð � íóëåâîé. Àëãåáðà Ëè d′4,δ èçîìîðôíà àëãåáðå Ëè A4,11a, a > 0

ïðè a = − δ
2
èç [3]. Ãðóïïó Ëè, ñîîòâåòñòâóþùóþ äàííîé àëãåáðå Ëè áóäåì îáîçíà÷àòü

ñèìâîëîì D′
4,δ, δ 6= 0.

Îáùèé ýëåìåíò ãðóïïû Ëè D′
4,δ èìååò âèä [3]:

e−δx4 −e−
δx4
2 (−x3 sin x4 + x1 cos x4) e−

δx4
2 (−x3 cos x4 − x1 sinx4) −x2

0 e−
δx4
2 cos x4 e−

δx4
2 sinx4

δx3
2 + x1

0 −e−
δx4
2 sinx4 e−

δx4
2 cos x4 − δx1

2 + x3

0 0 0 1

 .

Àëãåáðà Ëè d′4,δ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ñèìïëåêòè÷åñêîé è ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà ω èìååò
âèä:

ω = e1 ∧ e2 − δe3 ∧ e4, ω = dα, α = −e3.
Ðàññìîòðèì êîíòàêòíîå ðàñøèðåíèå g = d′4,δ × Re5 ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé ω =

e1 ∧ e2 − δe3 ∧ e4, òîãäà êîíòàêòíàÿ ôîðìà èìååò âèä:

η = −e3 + e5.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî dη = e1 ∧ e2 − δe3 ∧ e4. Ïîëå Ðèáà ξ èìååò âèä ξ = e5.
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Êîíòàêòíîå ðàñïðåäåëåíèå D � ýòî ëåâîèíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå, çàäàííîå ñëåäóþ-
ùèì ïîäïðîñòðàíñòâîì â àëãåáðå Ëè. Åñëè (x1, . . . , x5) � êîîðäèíàòû íà g, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå âûáðàííîìó áàçèñó ei, òî D ⊂ g çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì: −x3 + x5 = 0.
Âûáåðåì áàçèñ E1, . . . , E4 êîíòàêòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà D. Ïóñòü E1 = e1, E2 = e2,

E3 = e3 + e5, E4 = e4.
Âûáåðåì òàêæå áàçèñ E1, . . . , E5 àëãåáðû Ëè g, âçÿâ â êà÷åñòâå ïÿòîãî âåêòîðà ïîëå

Ðèáà, E5 = e5.
Âûïèøåì íåíóëåâûå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû â íîâîì áàçèñå:

C3
12 = 1, C5

12 = −1, C1
14 = −δ

2
, C2

14 = 1,

C1
24 = −1, C2

24 = −δ
2
, C3

34 = −δ, C5
34 = δ.

Êîíòàêòíàÿ ôîðìà è åå âíåøíèé äèôôåðåíöèàë â íîâîì áàçèñå îïðåäåëÿþòñÿ:

η = E5, dη = dE5 = E1 ∧ E2 − δE3 ∧ E4.

Êàê èçâåñòíî, àññîöèèðîâàííàÿ ìåòðèêà g êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû (η, ξ, ϕ, g)
ïðè ôèêñèðîâàííûõ η è ξ îïðåäåëÿåòñÿ àôôèíîðîì ϕ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå [4]:

g(X, Y ) = dη(X,ϕY ) + η(X)η(Y ).

Çàïèøåì àôôèíîð ϕ â îáùåì âèäå â áàçèñå Ei. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ϕ îáëàäàåò ñâîéñòâîì

dη(ϕX,ϕY ) = dη(X, Y ), X, Y ∈ D,
ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ϕ =


ψ11 ψ12 ψ13 ψ14 0
ψ21 −ψ11 ψ23 ψ24 0
ψ24

δ
−ψ14

δ
ψ33 ψ34 0

−ψ23

δ
ψ13

δ
ψ43 −ψ33 0

0 0 0 0 0

 .

Ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû ñâÿçàíû åùå óñëîâèÿìè, êîòîðûå ñëåäóþò èç ðàâåíñòâà ϕ2 =
−I + η ⊗ ξ: 

ψ2
11 + ψ12ψ21 + 1

δ
(ψ13ψ24 − ψ14ψ23) = −1,

ψ12ψ23 + ψ13(ψ11 + ψ33) + ψ14ψ43 = 0,
ψ12ψ24 + ψ13ψ34 + ψ14(ψ11 − ψ33) = 0,
ψ13ψ21 − ψ23(ψ11 − ψ33) + ψ24ψ43 = 0,
ψ14ψ21 + ψ23ψ34 − ψ24(ψ11 + ψ33) = 0,

ψ2
33 + ψ34ψ43 + 1

δ
(ψ13ψ24 − ψ14ψ23) = −1.

Òåîðåìà 1. Êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (η, ξ, ϕ, g) íà ãðóïïå D′
4,δ×R ÿâëÿåòñÿ

K-êîíòàêòíîé ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

Êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà ãðóïïå D′
4,δ×R ÿâëÿåòñÿ ñàñàêèåâîé ïðè ñëå-

äóþùåì àôôèíîðå

ϕ =


0 ±1 0 0 0
∓1 0 0 0 0
0 0 ψ33 ψ34 0

0 0 −1+ψ2
33

ψ34
−ψ33 0

0 0 0 0 0

 , ψ34 6= 0.

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñàñàêèåâà ìåòðèêà g êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû

(η, ξ, ϕ, g) èìååò ñëåäóþùóþ ìàòðèöó:
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g =


∓1 0 0 0 0
0 ∓1 0 0 0

0 0
δ(1+ψ2

33)

ψ34
δψ33 0

0 0 δψ33 δψ34 0
0 0 0 0 1

 , ψ34 6= 0.

Êâàäðàòû íîðì òåíçîðà Ðèìàíà è Ðè÷÷è èìåþò âûðàæåíèÿ:

‖Riem‖2 =
(3δ(ψ2

33 + 1) + ψ34)
2 + ψ2

34

ψ2
34

, ‖Ric‖2 =
24δ2(ψ2

33 + 1)2 + 36δψ34(ψ
2
33 + 1) + 17ψ34

2

2ψ2
34

.

Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé: S = −6δ(ψ2
33+1)+ψ34

ψ34
. Ìàòðèöà îïåðàòîðà Ðè÷-

÷è èìååò ñëåäóþùèé âèä:

RIC = diag(−3δ(ψ2
33 + 1) + ψ34

2ψ34

,−3δ(ψ2
33 + 1) + ψ34

2ψ34

,−3δ(ψ2
33 + 1) + ψ34

2ψ34

,−3δ(ψ2
33 + 1) + ψ34

2ψ34

, 1).

Ñåêöèîííûå êðèâèçíû â íàïðàâëåíèè áàçèñíûõ ïëîùàäîê 〈E
i
, Ej〉 ïðèíèìàþò ñëåäóþ-

ùèå çíà÷åíèÿ:

K1,2 = K3,4 = −4δ(ψ2
33 + 1) + 3ψ34

4ψ34

, K1,3 = K1,4 = K2,3 = K2,4 = −δ(1 + ψ2
33)

4ψ34

,

K1,5 =
1

4
, K2,5 =

1

4
, K3,5 =

1

4
, K4,5 =

1

4
.

Ñàñàêèåâà ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâîé ýéíøòåéíîâîé ïðè ψ34 = −δ(1 + ψ2
33) è

η−ýéíøòåéíîâîé ïðè ëþáûõ ïàðàìåòðàõ.

Ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî îñòàëüíûõ âûøåóïîìÿíóòûõ àëãåáð Ëè ñ óêàçàíèåì êîíòàêò-
íîé ôîðìû ñâåäåíû â ñëåäóþùóþ òàáëèöó:
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� Àëãåáðà Ëè, Àëãåáð. Äîï. Äîï. Äîï.
êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà ñâ-âà ñòð. K-êîíò. ýéíøòåéíîâû /

Ñàñàêè ñòð. η-ýéíøòåéíîâû
ñòðóêòóðû

1 r2r2 × Re5, ω0 ðàçðåø. + + +/+
[e1, e2] = e2, [e3, e4] = e4 ðàçë.

η = −e2 − e4 + e5, ω0 = e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4

2 r′2 × R, ω1 ðàçðåø. + + +/+
[e1, e3] = e3, [e2, e3] = e4, ðàçë.
[e1, e4] = e4, [e2, e4] = −e3

η = −e3 + e5, ω1 = e1 ∧ e3 − e2 ∧ e4

r′2 × R, ω2 ðàçðåø. + + +/+
[e1, e3] = e3, [e2, e3] = e4, ðàçë.
[e1, e4] = e4, [e2, e4] = −e3

η = −e4 + e5, ω2 = e1 ∧ e4 + e2 ∧ e3

3 d4,λ × R, λ 6= 1, ω ðàçðåø. + + +/+
[e1, e2] = e3, [e3, e4] = −e3, ðàçë.

[e1, e4] = −λe1, [e2, e4] = (λ− 1)e2

η = −e3 + e5, ω = e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4

4 d′4,δ × R, δ 6= 0, ω ðàçðåø. + + +/+
[e1, e2] = e3, [e1, e4] = − δ

2e1 + e2, ðàçë.
[e3, e4] = −δe3, [e2, e4] = −e1 − δ

2e2

η = −e3 + e5, ω = e1 ∧ e2 − δe3 ∧ e4

5 g5,22 ðàçðåø. + + +/+
[e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2e1, íåðàçë.
[e2, e4] = e2, [e3, e4] = e3,
[e2, e5] = −e3, [e3, e5] = e2

η = e1 + e5
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