
НЕРАВЕНСТВО ПУАНКАРЕ НА МНОГООБРАЗИЯХ КАРНО С
C1-ГЛАДКИМИ ВЕКТОРНЫМИ ПОЛЯМИ

СЕРГЕЙ БАСАЛАЕВ

Связное N -мерное гладкое многообразие M назовём многообразием Карно, если в каса-
тельном расслоении TM задана фильтрация

HM = H1M ( · · · ( HiM ( · · · ( HMM = TM

подрасслоениями такими, что в окрестности каждой точки U(g) ⊂M найдется семейство
C1-гладких векторных полей X1, . . . , XN , удовлетворяющих следующим двум свойствам.
Для каждого v ∈ U имеем

(1) HiM(v) = Hi(v) = span{X1(v), . . . , XdimHi(v)} — подпространство TvM постоянной
размерности dimHi, i = 1, . . . ,M ;

(2) Hj+1 = span{Hj, [H1, Hj], [H2, Hj−1], . . . , [Hk, Hj+1−k]}, где k = b j+1
2
c, j = 1, . . . ,M −1.

В работе [1] получены Ball-Box теорема и свойство удвоения меры для такого класса
многообразий. Используя эти результаты и неравенство Пуанкаре на группах Карно из
работы [2], мы получаем следующий аналог неравенства Пуанкаре.

Теорема 1.
Пусть E ∈ M — компактное множество, и 1 ≤ p < ∞. Найдутся такие постоянные

C > 0 и r0 > 0 такие, что( ∫
B(x,r)

|u(y)− uB(x,r)|p dy
) 1
p ≤ Cpr

( ∫
B(x,r)

dimH1∑
i=1

|Xiu(y)|p dy
) 1
p

для любой точки x ∈ E, радиуса 0 < r ≤ r0 и любой функции f ∈ C∞(Bg(r0)). Здесь
uB(x,r) = Hν(B(x, r))−1

∫
B(x,r)

u(y) dy.

Данная теорема обобщает результат, полученный в работе [3] для достаточно гладких
векторных полей и p = 2. Также, результаты работы [4] позволяют доказать следующее
утверждение.

Теорема 2.
Пусть выполнены условия теоремы 1 и хаусдорфова размерность пространстваM рав-

на ν. Тогда:
(1) Если p < ν, то для всякого 0 < q < νp

ν−p выполнено

( ∫
B(x,r)

|u(y)− uB(x,r)|q dy
) 1
q ≤ Cr

( ∫
B(x,r)

dimH1∑
i=1

|Xiu(y)|p dy
) 1
p
;

(2) Если p = ν, то ∫
B(x,r)

exp
( C1|u(y)− uB(x,r)|
‖(X1u, . . . , XdimH1u)‖Lν(B(x,r))

)
dy ≤ C2;
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(3) Если p > ν, то выполнено

sup
y∈B(x,r)

|u(y)− uB(x,r)| ≤ Cr
( ∫
B(x,r)

dimH1∑
i=1

|Xiu(y)|p dy
) 1
p
;

где константы C, C1, C2 зависят только от p, q, ν, Cp.
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