
К ТЕОРЕМЕ ГРОМОВА ОБ ОДНОРОДНОЙ НИЛЬПОТЕНТНОЙ
АППРОКСИМАТИЗАЦИИ

АЛЕКСАНДР ГРЕШНОВ

На некоторой области U ⊂ RN рассмотрим базисные векторные поля {Xi}i=1,...,N ∈ C1(U),
т. е. rank 〈X1, . . . , XN〉(x) = N ∀x ∈ U , sup

x∈U
‖X(x)‖ < CU = const. Зафиксируем точку

g ∈ U и рассмотрим отображения θg : (a1, . . . , aN) → exp(Xa)(g), где a = (a1, . . . , aN),

Xa =
N∑
i=1

aiXi, и ϑig : (a1, . . . , aN)→ exp(XiN ) ◦ . . . exp(Xi1)(g), (i1, . . . iN) = πi(1, . . . , N), где

πi — некоторая перестановкаовка набора (1, . . . , N), а символом exp(Y )(g) мы обозначаем
концевую точку интегральной линии exp(tY )(g) векторного поля Y единичной временной
длины, выпущенной из точки g. Из известных фактов теории обыкновенных дифферен-
циальных уравнений вытекает, см., например, [1], что для каждой точки g ∈ U найдется
некоторая окрестность начала координат Og ⊂ RN такая, что отображения θg, ϑig будут
диффеоморфизмами на Og. Отобажения θg, ϑig называются каноническими координата-
ми 1-го и 2-го рода соответственно, см., например, [2]; отображение θg также называют
экспоненциальным отображением. Символом ϑg обозначим координатное отображение 2-
го рода, индуцированное перестановкой π(1, . . . , N) = (N,N − 1, . . . , 1). Предположим,
что базисные векторные поля {Xi}i=1,...,N ∈ Cr(U), r ≥ 1, формально градуированные
степенями, т. е. каждому векторному полю Xi присвоено некоторое натуральное число
degXi, принадлежащее множеству {1, . . . , N}, Υ = max

i=1,...,N
degXi, удовлетворяют в U сле-

дующей таблице коммутаторов [Xi, Xj] =
∑

degXk≤degXi+degXj

Ck
ijXk, Ck

ij ∈ Cr−1(U). Тогда

говорим, что базисные векторные поля {Xi}i=1,...,N удовлетворяют в U условию (+ deg).
В первой половине 90-х годов прошлого столетия М. Громов в своей известной работе [3]
опубликовал следующую теорему 1 о нильпотентной аппроксимации C1-гладких базисных
векторных полей, удовлетворяющих условию (+ deg).

Теорема 1.
В некоторой окрестности начала координат Og ⊂ RN имеют место следующие равномер-

ные сходимости: (δ1/ε)∗ε
degXi(ϑ−1g )∗Xi →ε→0 X̂

g
i , i = 1, . . . , N . Векторные поля {X̂g

i }i=1,...,N

в окрестности Og удовлетворяют следующей таблице коммутаторов

[X̂g
i , X̂

g
j ] =

∑
degXi+degXj=degXk

Ĉk
ijX̂

g
k , Ĉk

ij = Ck
ij(g) = const,

и образуют базис некоторой алгебры Ли Lg со структурными константами Ĉk
ij.

Здесь δ1/ε(x1, . . . , xN) = (ε− degXix1, . . . , ε
− degXNxN). Векторные поля {(θg)∗X̂g

i }i=1,...,N

называются однородной нильпотентной аппроксимацией векторных полей {Xi}i=1,...,N в
окрестности точки g, см. [2]. Однородная нильпотентная аппроксимация играет важную
роль в теории субэллиптических уравнений [4], в задачах оптимального контроля, и др.
Следует отметить, что методы построения однородной нильпотентной аппроксимации в
C∞-случае были достаточно хорошо разработаны в 70–90 гг. прошлого столетия, см. [2, 5].
В начале 2000-х годов интерес к теореме Громова о нильпотентной аппроксимации был
существенно инициирован вопросами неголономной геометрии при минимальных предпо-
ложениях на гладкость векторных полей, см., например, [6, 7]. Детальное рассмотрение
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схемы доказательста теоремы 1 выявило ее недостатки. В частности, в работе С. К. Во-
допьянова и М. Б. Кармановой [7] в R3 был приведен пример отображения ϑg класса
C∞, для которого не выполняются свойства, лежащие в основе рассуждений Громова.
Позже теорема об однородной нильпотентной аппроксимации для базисных векторных
полей, удовлетворяющих условию (+ deg), была доказана для канонических векторных
полей класса C1 (и, как следствие, для общих векторных полей класса C2) [8], для общих
векторных полей класса C1,α [9] методами, отличными от подхода работы [3].

Используя подход работы [8], основанный на классическом выводе второй теоремы
Ли [10], нами установлена следующая

Теорема 2 о нильпотентной аппроксимации C1-гладких базисных векторных
полей, удовлетворяющих условию (+ deg).

В некоторой окрестности начала координат Og ⊂ RN имеют место следующие равно-
мерные сходимости: δ1/εε

degXi(θ−1g )∗Xi →ε→0 X̂
g
i , i = 1, . . . , N . Векторные поля {X̂g

i }i=1,...,N

в окрестности Og удовлетворяют следующей таблице коммутаторов

[X̂g
i , X̂

g
j ] =

∑
degXi+degXj=degXk

Ĉk
ijX̂

g
k , Ĉk

ij = Ck
ij(g) = const,

и образуют базис некоторой алгебры Ли Lg со структурными константами Ĉk
ij.
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