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ВИКТОР ЛОПАТКИН

В докладе будет рассказано про когомологий свободных частично коммутативных мо-
ноидов и их действия на пунктированных множествах.

Определение.
Пусть E — множество, I — антирефлексивное симметричное отношение на E. Моноид,

заданный с помощью множества E и соотношений ab = ba, выполненных для всех пар
(a, b) ∈ I, обозначается через M(E, I) и называется свободным частично коммутативным
моноидом.

Рассмотрим множество X•n = {x0, x1, . . . , xn, ∗} над которым справа действует свобод-
ный частично коммутативный моноид X•n ×M(E, I)→ X•n, такие множества появляются
в теории параллельных вычислительных систем [1,2,3] (асинхронные системы переходы),
эти множества будем называтьM(E, I)-множествами или простоM -множествами. С каж-
дым таким множеством свяжем категорию K∗(X

•
n,M)[3], объектами которой являются

элементы множества X•n, а морфизмами тройки вида (x, µ, x′) = x
µ−→ x′, где x, x′ ∈ X•n,

а µ ∈ M(E, I), причём x · µ = x′. Заметим, что если X• = {∗}, то K∗(X•,M) = M op, то
есть моноид рассматриваем как категорию с одним объектомM , а морфизмы — элементы
этого объекта.

Рассмотрим функтор S : K∗(X
•,M)→M op, который все объекты категории K∗(X•,M)

переводит в один объект категорииM op, а на морфизмах имеем (x, µ, x′) 7→ µ. Двойственно
к [2, Theorem 5.3] получаем

Теорема 1.
Пусть имеем функтор F : K∗(X

•,M)→ R-mod в категорию R-модулей, где R — комму-
тативное кольцо с единицей. Тогда имеет место изоморфизм

H∗ (K∗(X
•,M), F ) ∼= H∗

(
M op,

∏
x∈X•

F (x)
)
.

Когомологии свободного частично коммутативного моноида можно вычислить исполь-
зуя резольвенту [3]

. . . −→ Fn
δn−→ Fn−1 −→ . . . −→ F1

δ1−→ F0 → 0,

где Fn =
⊕

(e1,...,en)∈QnE

ZM(e1, . . . , en) и δn(e1, . . . , en, 1) =
n∑
k=1

(−1)k(e1, . . . , ek−1, ek+1, . . . , en, 1),

здесь QnE состоит из всех n коммутирующих между собой элементов E.Таким образом мы
получаем комплекс полукубических когомологий[5,6]. В работе [7] было введено кольцо
полукубических когомологий с коэффициентами в постоянном функторе, значение кото-
рого — коммутативное кольцо с единицей. Следующая теорема призвана обобщить этот
результат.
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Теорема 2.
Группа когомологий H∗ (K∗(X

•,M), F ), где F : K∗(X
•,M) → R-mod, превращается в

кольцо когомологий, если ввести следующую операцию умножения. Пусть имеем коце-
пи ϕ ∈ Cp (K∗(X

•,M), F ) и ψ ∈ Cq (K∗(X
•,M), F ), тогда умножение ^ Колмогорова —

Александера будет выглядеть следующим образом;

(ϕ ^ ψ)(x, e1, . . . , ep+q) =
∑
H

%HKη
(
ϕ(x, eh1 , . . . , ehp)⊗ ψ(x · eh1 · · · ehp , ek1 , . . . , ekq)

)
,

здесь H = {h1, . . . , hp} — множество всех подмножеств множества {1, 2, . . . , p + q}, со-
стоящее из p элементов, K — дополнение множества H, %HK — чётность перестановки
HK и η : F (x, eh1 , . . . , ehp)⊗RF (x · eh1 · · · ehp , ek1 , . . . , ekq) → F (x, eh1 , . . . ehp , ek1 , . . . , ekq) —
кольцевые гомоморфизмы.

Как частный случай мы получаем следующий результат
Следствие.
Кольцо когомологий свободного частично коммутативного моноида M(E, I) выглядит

следующим образом
H∗(M(E, I),Z) ∼= ΛZ[e1, . . . , en]/ I,

здесь I — идеал внешней алгебры ΛZ[e1, . . . , en], порождённый всеми такими ek ∈ E, что
eiej 6= ejei.

Замечание.
Приведённый изоморфизм был получен в работе [8] как копредел функтора K-степени.
В докладе будут приведены интересные примеры [9,10] действий свободных частично

коммутативных моноидов, в частности будет показано что когомологии свободного дей-
ствия таких моноидов могут иметь кручения [9,10].
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