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АЛЕКСАНДР РОМАНОВ

Хорошо известна взаимосвязь конформных отображений с различными экстремальны-
ми задачами на плоскости. Нас будет интересовать возможность определения конформ-
ного отображения через экстремали интеграла Дирихле [1]. Отметим четыре точки на
границе ограниченной односвязной области D ⊂ R2. Для получаемого криволинейного
четырехсторонника D∗ найдем экстремальные функции u и w реализующие конформную
емкость конденсаторов, образованных двумя парами “противоположных сторон” (L1, L3)
и (L2, L4), и рассмотрим функцию v пропорциональную экстремали w, т.е. v = C w. При
подходящем выборе постоянной C функция f = u+ iv осуществляет конформное отобра-
жение области D на некоторый прямоугольник P ⊂ R2.

Аналогичная конструкция, применяемая к нелинейной (1, p)–емкости, позволяет полу-
чить классы плоских экстремальных отображений, свойства которых существенным обра-
зом зависят от показателя суммируемости p. В данной ситуации, в отличие от конформ-
ного случая, для конденсаторов следует выбирать различные емкости, соответствующие
сопряженным показателям суммируемости. Предполагая 1/p+1/p′ = 1, рассмотрим функ-
цию u – экстремальную для (1, p)–емкости “сторон” (L1, L3), функцию w – экстремальную
для (1, p′)–емкости “сторон” (L2, L4) и положим v = C w. В результате получим отоб-
ражение F = (u, v) области D (четырехсторонника D∗) на прямоугольник P ⊂ R2. При
надлежащем выборе постоянной C координатные функции отображения F удовлетворяют
системе уравнений 
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которая при p = 2 превращается в систему Коши–Римана.
По всякой p–экстремальной функции u можно восстановить сопряженную ей функ-

цию v, удовлетворяющую системе (1). Возникающее в результате отображение F = (u, v)
будем называть p–экстремальным. Для гладкого отображения F координатная функция
u будет решением p–уравнения Лапласа

div(|∇u|p−2∇u) = 0,

а функция v будет решением соответствующего p′–уравнения Лапласа.
Рассмотрим совокупность всех четырехсторонников порождаемых областью D и класс

всех p–экстремальных отображений F : D∗ → R2 обозначим через Hp(D). С одной сторо-
ны, с каждым таким отображением можно связать ортогональную криволинейную систе-
му координат в области D, с другой стороны, для ортогональных криволинейных систем
координат (q1, q2), у которых выражение Hp−1

1 · H−12 , связывающее соответственные па-
раметры Ламе, зависит только от одной координаты qi, можно получить выражения для
координатных функций p–экстремального отображения в криволинейных координатах.

Пусть D1, D2 ⊂ R2 – ограниченные односвязные области с жордановыми граница-
ми. Будем говорить, что гомеоморфизм L : D1 → D2 является p–экстремальным, если
L = F−12 ◦ F1, где F1 ∈ Hp(D1), F2 ∈ Hp(D2). Класс соответствующих p–экстремальных
гомеоморфизмов обозначим через Hp(D1, D2).
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При отображении класса Hp(D1, D2) для произвольных четырехсторонников, образо-
ванных линиями уровня отображения F1, сохраняются p и p′–емкости соответствующих
пар сторон.

Возможность отображения произвольного четырехсторонника на соответствующий пря-
моугольник показывает, что p–экстремальных гомеоморфизмов достаточно много. В част-
ности, для p–экстремальных гомеоморфизмов удается получить аналог классической тео-
ремы Римана, согласно которому для произвольных ограниченных односвязных областей
D1, D2 ⊂ R2 с жордановыми границами существует гомеоморфизм L : D1 → D2 класса
Hp(D1, D2), переводящий три точки a1, a2, a3 ∈ ∂D1 и в точки b1, b2, b3 ∈ ∂D2.

В определении класса Hp(D) координатные функции являются экстремалями для соот-
ветствующих конденсаторов, а образом областиD всегда является некоторый прямоуголь-
ник. Это не слишком удобно, в частности, при изучении композиции таких отображений.
Отображения класса Hp(D1, D2) в этом плане устроены лучше, для них естественным об-
разом определена композиция отображений. При дополнительных условиях композиция
отображений F ∈ Hp(D1, D2) и G ∈ Hp(D2, D3) будет отображением класса Hp(D1, D3).
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