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Известно, что квазиконформное отображение пространств Карно-Каратеодори являет-
ся абсолютно непрерывным на интегральных кривых горизонтальных векторных полей
(см., например, [1]). Возникает вопрос, можно ли обобщить это свойство на интегральные
кривые векторных полей, степень которых отлична от единицы. Для решения этого вопро-
са определение абсолютной непрерывности должно быть переформулировано аналогично
тому, как это сделано в работе [2].

Определение. Пусть f : M→ N — квазиконформное отображение пространств Карно-
Каратеодори хаусдорфовой размерности Q > 1, и γ(t) = exp tX(s) — интегральная кривая
векторного поля степени l, 1 6 l 6 M , где M — глубина многообразия M, выходящая
из точки s, t ∈ (−a, a). Говорят, что f абсолютно непрерывно на этой кривой, если для
всякого ε > 0 найдется δ > 0 такое, что для любого набора попарно непересекающихся
интервалов (αi, βi) ⊂ (−a, a), i ∈ N,∑

i

(βi − αi)l < δ влечет
∑
i

|f(γ(βi))− f(γ(αi))|l < ε.

Введем еще одно понятие, необходимое для решения поставленного вопроса.
Определение. Пусть M — пространство Карно-Каратеодори хаусдорфовой размерно-

сти Q > 1 с хаусдорфовой мерой HQ на нем, и Γ — семейство интегральных кривых век-
торного поля степени l, 1 6M 6M , где M — глубина многообразия M. Тогда Q-модулем
этого семейства мы назовем величину

modQ Γ = inf

∫
M

ρQ/l dx,

где инфинум берется по всем таким неотрицательным борелевским функциям ρ : M →
[0,∞], что ∫

γ

ρ dHQ > 1

для любой γ ∈ Γ.
Теорема 1.
Пусть M и N — пространства Карно-Каратеодори хаусдорфовой размерности Q > 1, и

Ω ⊂M — компактно вложенное открытое связное множество. Если отображение f : Ω→
Ω′ = f(Ω) квазиконформно, то оно абсолютно непрерывно на modQ-почти всех интеграль-
ных кривых векторного поля степени l, 1 6 l 6M , где M — глубина многообразия M.

В доказательстве теоремы 1 существенно применяются результаты работ [3, 4].
В работе [5] показано, что гомеоморфизм метрических пространств достаточно обще-

го вида, в частности, пространств Карно-Каратеодори, индуцирующий изоморфизм про-
странств BMO, является квазиконформным. В настоящей работе мы показываем, что
условие квазиконформности является не только необходимым, но и достаточным.
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Теорема 2.
Пусть M и N — пространства Карно-Каратеодори хаусдорфовой размерности Q > 1, и

Ω ⊂M — компактно вложенное открытое связное множество. Если отображение f : Ω→
Ω′ = f(Ω) квазиконформно, то оно индуцирует ограниченный линейный оператор

f ∗ : BMO(Ω′)→ BMO(Ω)

по правилу f ∗u = u ◦ f . При этом норма ‖f ∗‖ оператора суперпозиции оценивается че-
рез коэффициент квазиконформности и размерность Хаусдорфа Q пространства Карно-
Каратеодори.

В доказательстве теоремы 2 применяются результаты работ [3, 4, 6].
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