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О РАЗРЕШИМОСТИ КВАЗИРЕГУЛЯРНОЙ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ
И ЕЕ СОПРЯЖЕННОЙ ДЛЯ МНОГОМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ

ЛАВРЕНТЬЕВА–БИЦАДЗЕ

М. А. Бименов

Пусть Ω ⊂ Rn+1 — конечная область, ограниченная при t > 0 поверхностью
Ляпунова σ, а при t < 0 характеристическим конусом S = {1 + t = |x|, |x|2 =
x2

1 + ... + x2
n, |x| < 1} уравнения Лаврентьева–Бицадзе [1, 2]

Lu ≡ −utt − sgn t4xu = f(x, t), (1)

где 4xu =
n∑

i=1

∂2u
∂x2

i
— оператор Лапласа.

Квазирегулярная задача Дирихле (задача КД). Найти решение уравне-
ния (1) в Ω, удовлетворяющее условию

u |σ∪S= 0. (2)

Обозначим S0 = {t = 0, |x| < 1}, Ω1 = Ω ∩ {t > 0}, Ω2 = Ω ∩ {t < 0} и будем
предполагать, что поверхность σ∪S0 является гладкой поверхностью Ляпунова.

Задача ДК. Найти решение уравнения (1) в Ω, удовлетворяющее условию

u |σ∪S0= 0.

В силу переопределенности условия (2) задача КД не для всех f ∈ L2(Ω)
регулярно разрешима. Имеет место

Теорема 1. Пусть f(x, t) ∈ Cα(Ω) ∩ Ck+2+α(Ω2), 0 < α < 1, k ≥ [n
2 ] + 1,

Dβf |S= 0, |β| ≤ k + 1 + α. Тогда существует единственное сильное решение
u ∈ C2+α(Ω1) ∩ C2+α(Ω2) ∩ C(Ω) задачи КД, удовлетворяющее неравенству

||u||W 1
2 (Ω) ≤ C||Lu||0.

Теорема 2. Пусть f(x, t) ∈ Ck+α(Ω) ∩ Ck+2+α(Ω2), 0 < α < 1, ∂Ω1 ∈ Ck+α+1,
k ≥ [n

2 ]+1. Тогда существует единственное сильное решение u ∈ C2+α(Ω) задачи
ДК, удовлетворяющее неравенству

||u||W 1
2 (Ω) ≤ C||f ||0.

Доказательство теоремы 1. В силу однозначной разрешимости задачи Гур-
са решение задачи КД в области Ω2 сводится к решению следующей задачи

Lu = −utt +4xu = f, u |S= 0. (3)

c© 2002 Бименов М. А.



Бименов М. А.34

Имеет место

Лемма. Любое решение уравнения (1) u ∈ C2(Ω2), u |S= 0, удовлетворяет
неравенству

||Lu||2L2(Ω2)
≥ C

∫

Ω2

(u2
t +

n∑

i=1

u2
xi

+ |u|2)dΩ +
∫

S0

(u2
t +

n∑

i=1

u2
xi

)dS. (4)

В самом деле, легко проверить следующее тождество

2Lueµtut = −(eµtu2
t )t + µeµtu2

t + 2
n∑

i=1

eµt(uxi
ut)xi

−

−
n∑

i=1

(u2
xi

eµt)t + µ

n∑

i=1

eµtu2
xi

.

Так как u |S= 0, то вдоль S

ut =
(∂u

∂n

)
nt, uxi

=
(∂u

∂n

)
nxi

,

где ∂u
∂n — производная по нормали, а nt, nxi — направляющие единичные норма-

ли, при этом

n2
t =

n∑

i=1

n2
xi

.

С учетом этих равенств, интегрируя по частям, убедимся в том, что

(2Lu, eµtut)L2(Ω2) =
∫

Ω2

eµtµ(u2
t +

n∑

i=1

u2
xi

)dΩ2+

+
∫

S0

(u2
t +

n∑

i=1

u2
xi

)dS0 +
∫

S

(∂u

∂n

)2

(n2
t −

n∑

i=1

n2
xi

)eµtdS. (5)

Считая, что µ > 0, и применяя неравенство Юнга (см. [3]), из равенства (5)
получим

||Lu||2L2(Ω2)
≥ C

∫

Ω2

(u2
t +

n∑

i=1

u2
xi

)dΩ2 +
∫

S0

(u2
t +

n∑

i=1

u2
xi

)dS0.

Лемма доказана.

Теперь докажем существование решения задачи Гурса (3).
Пусть

∏− = {−1 < t < 0, −1 ≤ xi ≤ 1, i = 1, ..., n} — n–мерный паралле-
лепипед, содержащий Ω2 — конус внутри себя, SQ− = {−1 < t < 0, |x| = 1} —
боковая поверхность

∏−,
∏−

Ω2
=

∏− \Ω2.

Смешанная задача Коши. В
∏− найти решение уравнения

Lu = utt −4xu = −f(x, t), (6)

удовлетворяющее условиям

u |t=−1= 0, ut |t=−1= 0, u |SQ−= 0. (7)
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Известно (см. [3, 4]), что для любой f ∈ Ck+2+α(
∏−), k > [n

2 ], k = 1, . . .

существует единственное решение u ∈ C2+α(
∏−).

Покажем, что если f ≡ 0 в
∏−

Ω2
=

∏− \Ω2, то решение u(x, t) смешанной
задачи Коши (6), (7) тоже равно нулю в

∏−
Ω2

.
Действительно, как и при доказательстве соотношения (5) убеждаемся в том,

что

(2Lu, ut)L2(
Q−

Ω2
) =

∫

SQ−

u2
t dSQ− +

∫

S

(ut −
n∑

i=1

uxi)
2dS.

Отсюда при f = Lu ≡ 0 в
∏−

Ω2
находим, что u ≡ 0 в

∏−
Ω2

и, в частности,
u |S= 0. Таким образом, при выполнении условий теоремы 1, продолжая f нулем
на

∏−
Ω2

, получим, что f ∈ Ck+2+α(
∏−). В этом случае решение u ∈ C2+α(

∏−)
смешанной задачи Коши (6), (7) и является решением задачи Гурса (3) и u ∈
C2+α(Ω2) удовлетворяет неравенству (4).

Таким образом, при выполнении условий теоремы 1 показано, что решение
задачи Гурса представимо в виде

u = L−1
G f = L−1

ck f̃ =
∫

Q−
K(x, t, ξ, η)f̃(ξ, η), (8)

где u = L−1
ck f̃ — решение смешанной задачи Коши (6), (7) в параллелепипеде

∏−,
а

f̃(x, t) =
{

f(x, t), (x, t) ∈ Ω2,

0, (x, t) ∈ ∏−
Ω2

.

Тем самым решение задачи КД в Ω2 задается формулой (8).
Из (8) при t = 0 получим

u(x, 0−) = τf (x) ≡ L−1
G f |t=0 (x). (9)

Решение задачи КД в области Ω1 сводится к решению задачи Дирихле

Lu = −utt −4xu = f, u |σ= 0, u |S0= τf (x), (10)

где τf (x) определяется из области гиперболичности по формуле (9).
В силу условий теоремы 1, свойств решения задачи Гурса и формулы (8)

имеем, что
u(x, 0−) = τf (x) ∈ C2+α(S0).

Из гладкости поверхности σ∪S0 и свойств решений задачи Дирихле (10) следует,
что u(x, t) ∈ C2+α(Ω1) и выполнено следующее неравенство

||u||W 1
2 (Ω1) ≤ C(||f ||L2(Ω1) + ||τf ||W 1

2 (S0)). (11)

Поскольку τf (x) = u(x, 0−), то с учетом неравенства (4) из (11) следует, что

||u||W 1
2 (Ω1) ≤ C(||f ||L2(Ω1) + ||f ||L2(Ω2)) ≤ C||f ||L2(Ω).

Теорема 1 полностью доказана.

Теперь докажем теорему 2.

Доказательство теоремы 2. Решение задачи ДК в области Ω1 сводится к
решению задачи Дирихле

Lu = −utt −4xu = f, u |σ∪S0= 0. (12)
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Так как σ ∪ S0 ∈ Ck+1+α, то при выполнении условий теоремы 2 из свойств
решений задачи Дирихле (21) следует, что u(x, t) ∈ Ck+2+α(Ω1) и удовлетворяет
неравенству

||u||W 1
2 (Ω1) ≤ C||f ||L2(Ω1).

При этом решение задачи (12) задается формулой

u(x, t) =
∫

Ω1

G(x, t, ξ, η)f(ξ, η)dξdη, (13)

где G(x, t, ξ, η) — функция Грина задачи Дирихле. Из (13) следует, что

νf (x) =
∂u

∂t

∣∣∣
t=0+

=
∂

∂t

∫

Ω1

G(x, t, ξ, η)f(ξ, η)dξdη
∣∣∣
t=0+

∈ Ck+1+α(S0), (14)

||νf (x)||W 1
2 (S0) ≤ C||f ||L2(Ω).

Решение задачи ДК в области Ω2 сводится к решению следующей задачи
Коши

Lu = −utt +4xu = f, u |t=0= 0,
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= νf (x),

где νf (x) определяется из области эллиптичности по формуле (14).
Поскольку f ∈ Ck+2+α(Ω2), νf (x) ∈ Ck+1+α(S0), то решение задачи Коши

u(x, t) ∈ C2+α(Ω2) и задается формулой [4]

u(x, t) =
∫

Ω2

εn+1(x, t, ξ, η)f(ξ, η)dΩ +
∫

S0

εn+1(x, t, ξ, 0)νf (ξ)dξ,

и справедлива оценка

||u||W 1
2 (Ω2) ≤ C(||f ||L2(Ω2) + ||νf (x)||L2(S0)) ≤ C||f ||L2(Ω),

где εn+1(x, t) — фундаментальное решение задачи Коши [3, 5].
Теорема 2 доказана.

Пусть LKD(LDK) — замыкание в L2(Ω) дифференциального выражения (1)
на подмножестве функции u ∈ C2(Ω1) ∩ C2(Ω2) ∩ C(Ω), u |σ∪S= 0
(u ∈ C2(Ω), u |σ∪S0= 0). Согласно теоремам 1 и 2 операторы LKD, LDK ограни-
ченно обратимы на всем L2(Ω) и обратные операторы L−1

KD, L−1
DK вполне непре-

рывны, их нормы удовлетворяют неравенствам

||L−1
KD||L2(Ω)→W 1

2 (Ω) ≤ C, ||L−1
DK ||L2(Ω)→W 1

2 (Ω) ≤ C.

Теперь докажем фредгольмову сопряженность в L2(Ω) операторов L−1
KD, L−1

DK .
Имеет место

Теорема 3. Операторы LKD, LDK составляют фредгольмову сопряженную
пару в L2(Ω).

Доказательство. Пусть u ∈ D(LKD) ∩ C2(Ω1) ∩ C2(Ω2) ∩ C(Ω) и
v ∈ D(LDK) ∩ C2(Ω). Тогда, как и при доказательстве леммы, непосредствен-
ным вычислением получим

(LKD u, v)L2(Ω) = (Lu, v)L2(Ω1) + (Lu, v)L2(Ω2) =
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=
∫

S0

(∂u

∂t

∣∣∣
t=0+

− ∂u

∂t

∣∣∣
t=0−

)
vdS0 + (u, Lv)L2(Ω) (15)

Так как v(x) |S0= 0, то из (15) следует

(LKD u, v)L2(Ω) = (u, LDK v)L2(Ω). (16)

Если u ∈ D(LKD) и v ∈ D(LDK), то равенство (16) доказывается предельным
переходом, т.е. с помощью приближения элементов u ∈ D(LKD) и v ∈ D(LDK) со-
ответствующими гладкими элементами um ∈ D(LKD) ∩ C2(Ω1) ∩ C2(Ω2) ∩ C(Ω)
и vn ∈ D(LDK) ∩ C2(Ω).

Теорема 3 доказана.
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