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Пусть H1 — сепарабельное гильбертово пространство, непрерывно и плотно
вложенное в другое гильбертово пространство H.

Будем обозначать через || · ||, | · |, || · ||∗ нормы соответственно в H1, H, H
′
1 и

через (·, ·) — скалярное произведение в H. Положим

S = [0, T ], X = LP (S, H1), T > 0, p ≥ 2.

В настоящей работе изучается нелокальная краевая задача для дифферен-
циально–операторного уравнения вида

Au′′(t) + Bu′(t) + Cu(t) = f(t), t ∈ S, (1)

где A — самосопряженный оператор в H, B : X → X ′ — радиально непрерыв-
ный монотонный и коэрцитивный оператор [1, 2], C : H1 → H ′

1 — линейный
ограниченный самосопряженный положительный оператор.

Отметим, что уравнение (1) как уравнение смешанного типа принадлежит
классу неклассических уравнений математической физики [3]. К уравнению ви-
да (1) приводятся некоторые уравнения с частными производными смешанного
и смешанно–составного типов [3–5]. Рассматривается разрешимость нелокальной
краевой задачи для уравнения (1), которая является естественным обобщением
краевой задачи В. Н. Врагова [3] для уравнения с частными производными сме-
шанного типа. С другой стороны, частные случаи изучаемой задачи для урав-
нения (1) были исследованы в работах [6, 7]. В данной работе разрешимость
нелокальной краевой задачи сводится к применению теории монотонных опера-
торов [1, 2].

Пусть E+, E0, E− — спектральные проекторы оператора A, соответствующие
положительной, нулевой и отрицательной частям спектра.

Введем оператор |A| равенством
|A|u = AUu, U = E+ − E−, u ∈ D(A).

Пусть H0 есть пополнение D(A) по полунорме

||u||2H0
= (|A|u, u), u ∈ D(A).

Будем считать, что D(A) ∩H1 плотно в H1,H0 и имеет место

||u||H0 ≤ γ||u|| ∀u ∈ D(A) ∩H1, γ > 0.

В дальнейшем для простоты рассмотрим случай

kerA ∩H1 = {0}.
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Определим пространство H−1 как пополнение H0 по норме ||f ||H−1 = ||Af ||∗.
Пусть в дальнейшем имеет место равенство [6] [H1,H−1]1/2 = H0. Тогда бана-
хово пространство W = {u : u ∈ X, Au′ ∈ X ′} непрерывно вложено в C(S,H0).
Положим H+

0 = E+H0,H
−
0 = E−H0.

Краевая задача. Ищется решение уравнения (1), удовлетворяющее краевым
условиям

u(0) = 0,

E+u′(0) = h11E
−u′(0) + h12E

+u′(T ),

E−u′(T ) = h21E
−u′(0) + h22E

+u′(T ), (2)

где операторы hij обладают свойствами:

h11 ∈ L(H−
0 ,H+

0 ), h12 ∈ L(H+
0 ,H+

0 ), h21 ∈ L(H−
0 , H−

0 ), h22 ∈ L(H+
0 ,H−

0 )

и f ∈ X ′.

Если u ∈ C(S,H1) с u′ ∈ X удовлетворяет уравнению (1), то

Au′′ = f −Bu′ − Cu ∈ X ′,

и, значит, u′ ∈ W . Следовательно, краевые условия (2) имеют смысл.
Определим оператор Λu = Au′ с областью определения

D(Λ) = {u : u ∈ W, E+u(0) = h11E
−u(0) + h12E

+u(T ),

E−u(T ) = h21E
−u(0) + h22E

+u(T )}.
Введем оператор

G =
(

h11 h12

h21 h22

)
: H−

0 ×H+
0 → H+

0 ×H−
0

и обозначим норму этого отображения через ρG.

Лемма 1. Пусть ρG ≤ 1. Тогда оператор Λ является радиально непрерывным
и максимальным монотонным оператором из X в X ′.

Доказательство. Из равенства Λ(u + hv) = Λu + hΛv, u, v ∈ D(Λ), h ∈
R1, следует радиальная непрерывность Λ. Замкнутость Λ вытекает из того, что
любая функция из пространства W имеет след из H0. Далее, для всех u, v ∈ W
имеет место формула

〈Au′, v〉+ 〈u,Av′〉 = (Au(T ), v(T ))− (Au(0), v(0)), (3)

где 〈u, v〉 =
T∫
0

(u, v)dt.

Пусть u ∈ D(Λ). Тогда, подставляя в (3) v = u, получим

2〈Λu, u〉 = ||E−u(0)||2H0
+ ||E+u(T )||2H0

− ||h11E
−u(0) + h12E

+u(T )||2H0
−

−||h21E
−u(0) + h22E

+u(T )||2H0
≥ (1− ρ2

G)(||E−u(0)||2H0
+ ||E+u(T )||2H0

) ≥ 0.

Следовательно, имеем Λ ≥ 0. Далее, из (3) выводится, что сопряженный оператор
Λ∗v = −Av′ и

D(Λ∗) = {v : v ∈ W, E−v(0) = h∗11E
+v(0) + h∗21E

−v(T ),
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E+v(T ) = h∗12E
+v(0) + h∗22E

−v(T )}.
Для v ∈ D(Λ∗) из (3) следует, что

2(Λ∗v, v) ≥ (1− ρ2
G∗)(||E+v(0)||2H0

+ ||E−v(T )||2H0
) ≥ 0.

Тогда согласно лемме о ¿максимальностиÀ [1] получаем, что Λ является макси-
мальным монотонным оператором. Лемма доказана.

Положим

(Rv)(t) =

t∫

0

v(s)ds, v ∈ X.

Лемма 2. Оператор Вольтерра B + CR радиально непрерывен, монотонен и
коэрцитивен из X в X ′.

Доказательство. Нетрудно проверить, что R является липшиц–непрерыв-
ным отображением из X в X. Так как оператор B по предположению радиально
непрерывен, монотонен и коэрцитивен, то достаточно установить, что оператор
CR радиально непрерывен и 〈CRv, v〉 ≥ 0 ∀v ∈ X. Из условия p ≥ 2 и огра-
ниченности C имеем ||Cv||X∗ ≤ K||v||X , v ∈ X, k > 0. Отсюда и из липшиц-
непрерывности R следует непрерывность оператора CR из X в X ′.

Для v ∈ X имеет место неравенство

〈CRv, v〉 =

T∫

0

(CRv, (Rv)′)dt =
1
2
(C(Rv)(T ), (Rv(T )) ≥ 0,

т.е. лемма доказана.

Теорема. Пусть ρG ≤ 1 и f ∈ X ′. Тогда краевая задача (1), (2) имеет решение
u(t) такое, что u ∈ C(S, H1), u′ ∈ W. Если вдобавок B строго монотонен, то это
решение определяется однозначно.

Доказательство. Если u(t) — решение задачи (1), (2), то v(t) = u′ будет
решением нелокальной краевой задачи

Av′ + (B + CR)v = f(t), t ∈ S, (4)

E+v(0) = h11E
−v(0) + h12E

+v(T ),

E−v(T ) = h21E
−v(0) + h22E

+v(T ). (5)

Обратно, если v(t) — решение задачи (4), (5) из пространства W , то u = Rv —
решение краевой задачи (1), (2).

Далее, в силу лемм 1, 2 выполнены все условия теоремы Браудера [1, 2]. Из
этой теоремы вытекают разрешимость краевой задачи (4), (5) и ее однозначная
разрешимость в случае строгой монотонности B + CR. Отсюда следует справед-
ливость утверждений теоремы.
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