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НЕЛОКАЛЬНАЯ ЗАДАЧА
ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

С ДРОБНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ В КРАЕВОМ УСЛОВИИ

А. А. Килбас, О. А. Репин, М. Сайго

1. Введение

Хорошо известно широкое использование классических дробных интегралов
и производных Римана–Лиувилля при решении дифференциальных уравнений
гиперболического и смешанного типов (см., например, [1, § 40–41; 2–4]). В по-
следние годы появился ряд работ [5–10], посвященных исследованию краевых
задач для вырождающихся уравнений гиперболического типа, краевые условия
которых содержат операторы обобщенного дробного интегрирования и диффе-
ренцирования с гипергеометрической функцией Гаусса в ядре, введенные одним
из авторов в [11].

Настоящая работа продолжает эти исследования. Мы рассматриваем вырож-
дающееся гиперболическое уравнение

y2Uxx − Uyy + Ux = 0 (1)

в конечной области D, ограниченной интервалом (0, 1) и характеристиками

AC = {(x, y) : x− y2

2
= 0 y ≤ 0}, BC = {(x, y) : x +

y2

2
= 1, y ≤ 0}

уравнения (1). Для уравнения (1) мы изучаем краевую задачу, в которой одно
краевое условие задается при y = 0, а второе содержит линейную комбинацию
классической и обобщенной дробных производных, взятых соответственно в точ-
ках Θ0(x) = (x/2,−√x) и Θ1(x) = ([x+1]/2,−√1− x) пересечения характеристик
уравнения (1), выходящих из точки x ∈ (0, 1), с характеристиками AC и BC. В
предположении, что входящие в краевые условия функции удовлетворяют усло-
вию Гельдера, мы сводим поставленную задачу к особому интегральному уравне-
нию с ядром Коши. На основании этого мы доказываем теорему существования
единственного решения рассматриваемой задачи в весовом классе гельдеровских
функций и строим ее решение в замкнутой форме.

В п. 2 мы даем постановку задачи и приводим некоторые свойства операторов
классического и обобщенного дробного интегрирования и дифференцирования.
П. 3 посвящен сведению поставленной краевой задачи к особому интегральному
уравнению с ядром Коши. В п. 4 дано решение особого интегрального уравнения
и на основании этого доказана теорема существования единственного решения
данной задачи в весовом пространстве гельдеровских функций и построено ее
явное решение.
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2. Постановка задачи и операторы дробного
интегро–дифференцирования

Для постановки задачи мы предварительно напомним некоторые обозначе-
ния. Для действительных α (α 6= 0), β, η ∈ R обобщенные дробные интегралы и
производные Iα,β,η

0+ ϕ и Iα,β,η
1− ϕ с гипергеометрической функцией Гаусса F (a, b; c; z)

определяются для x ∈ (0, 1) следующим образом [1, § 18.2, п. 18.6; 11]
(
Iα,β,η
0+ ϕ

)
(x) = x−α−β

Γ(α)

x∫
0

(x− t)α−1F
(
α + β,−η; α; 1− t

x

)
ϕ(t)dt (α > 0), (2)

(
Iα,β,η
0+ ϕ

)
(x) =

(
d
dx

)n
(Iα+n,β−n,η−n

0+ ϕ)(x) (α < 0, n = [−α] + 1), (3)

(
Iα,β,η
1− ϕ

)
(x) = (1−x)−α−β

Γ(α)

1∫
x

(t− x)α−1F
(
α + β,−η; α; t−x

1−x

)
ϕ(t)dt (α > 0),

(4)(
Iα,β,η
1− ϕ

)
(x) =

(− d
dx

)n
(Iα+n,β−n,η−n

1− ϕ)(x) (α < 0, n = [−α] + 1). (5)

Если β = −α, то операторы (2)–(5) сводятся к дробным интегралам и произ-
водным Римана–Лиувилля [1]

(
Iα
0+ϕ

)
(x) = (Iα,−α,η

0+ ϕ)(x) = 1
Γ(α)

x∫
0

ϕ(t)dt
(x−t)1−α (0 < x < 1; α > 0), (6)

(
Dα

0+ϕ
)
(x) = (I−α,α,η

0+ ϕ)(x) =
(

d
dx

)n
(In−α

0+ ϕ)(x)
(0 < x < 1; α > 0, n = [α] + 1),

(7)

(
Iα
1−ϕ

)
(x) = (Iα,−α,η

1− ϕ)(x) = 1
Γ(α)

1∫
x

ϕ(t)dt
(t−x)1−α (0 < x < 1; α > 0),

(
Dα

1−ϕ
)
(x) = (I−α,α,η

1− ϕ)(x) =
(− d

dx

)n
(In−α

1− ϕ)(x)
(0 < x < 1; α > 0, n = [−α] + 1).

Мы обозначим через Hλ[0, 1](0 < λ < 1) класс функций, удовлетворяющих
условию Гельдера порядка λ на отрезке [0, 1], а через Hλ

0 [0, 1] — подкласс Hλ[0, 1]

Hλ
0 [0, 1] = {ϕ(x) ∈ Hλ[0, 1], ϕ(0) = ϕ(1) = 0}.

Для неотрицательной функции ρ(x), заданной на [0, 1], Hλ
0 (ρ; [0, 1]) означает ве-

совой гельдеровский класс функций ϕ(x), таких, что ρ(x)ϕ(x) ∈ Hλ
0 [0, 1].

Для уравнения (1) мы изучаем следующую задачу

Задача. Найти функцию U(x, y) ∈ C(D)∩C2(D), удовлетворяющую уравне-
нию (1) в области D и краевым условиям

U(x, 0) = τ(x) (x ∈ [0, 1]), (8)

A(Dα
0+U [Θ0(t)])(x) + B(I−α− 1

2 ,β,α− 1
2

1− U [Θ1(t)])(x) = g(x) (x ∈ (0, 1)), (9)

где 0 < α < 1/2 и β ≤ 0.

Здесь τ(x) и g(x) — известные функции, такие, что

τ(x) ∈ Hλ1
0 (ρ; [0, 1]) ∩ C2(0, 1), ρ(x) = x−α+1/2, 1

2 < λ1 < 1, (10)

g(x) ∈ Hλ2 [0, 1] ∩ C2(0, 1), −α +
1
2

< λ2 ≤ 1, (11)
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A и B — действительные постоянные.
Будем искать решение задачи (1), (12), (13) в классе таких функций U(x, y),

что

lim
y→0−0

Uy(x, y) = ν(x) ∈ Hλ
0 (ρ; [0, 1]) , ρ(x) = x−α+1/2, 1

2 − α < λ < 1
2 . (12)

Для решения поставленной задачи нам потребуются следующие свойства опе-
раторов дробного интегрирования и дифференцирования:

Dα
0+Iβ

0+f = Iβ−α
0+ f (0 < α < β), (13)

Dα
0+Dβ

0+f = Dα+β
0+ f (α > 0, β > 0), (14)

(
Iα
0+

)−1 = I−α
0+ f ≡ Dα

0+f (α > 0), (15)

Iα,β,η
1− Iγ,δ,α+η

1− f = Iα+γ,β+δ,η
1− f (α, γ, β, η, δ ∈ R). (16)

В дальнейшем нам потребуются некоторые утверждения из [1] и [12].
Для удобства чтения приведем их формулировки.

Лемма 1. Пусть 0 < α < 1, 0 < λ < 1, λ+α < 1 и ρ(x) = xµ, где 0 ≤ µ < λ+1.
Если ϕ(x) ∈ Hλ

0 (ρ; [0, 1]), то (Iα
0+ϕ)(x) ∈ Hλ+α

0 (ρ; [0, 1]).

Лемма 2. Пусть 0 < α < λ < 1, λ− α < 1 и ρ(x) = xµ, где 0 ≤ µ < λ− α + 1.
Если ϕ(x) ∈ Hλ

0 (ρ; [0, 1]), то (Dα
0+ϕ)(x) ∈ Hλ−α

0 (ρ; [0, 1]).

Лемма 3. Пусть 0 < −α < λ ≤ 1 и η > β − 1. Если ϕ(x) ∈ Hλ[0, 1], то
xβ(Iα,β,η

0+ ϕ)(x), (1− x)β(Iα,β,η
1− ϕ)(x) ∈ Hλ+α[0, 1].

Лемма 4. Пусть 0 < −α < λ ≤ 1 и β < min[0, η + 1]. Если ϕ(x) ∈ Hλ[0, 1], то
(Iα,β,η

0+ ϕ)(x), (Iα,β,η
1− ϕ)(x) ∈ Hmin[λ+α,−β [0, 1].

3. Сведение к сингулярному интегральному уравнению

Известно [13], что решение задачи Коши

U(x, 0) = τ(x)(x ∈ [0, 1]), lim
y→0−0

Uy(x, y) = ν(x)(x ∈ (0, 1))

для уравнения (1) в области D имеет вид

U(x, y) = τ(x +
y2

2
) +

y

2

1∫

0

ν

(
x +

y2

2
[1− 2s]

)
s−

1
2 ds. (17)

Используя (17), имеем

U [Θ0(t)] = τ(t)−
√

t

2

1∫

0

ν[t(1− s)]s−
1
2 ds = τ(t)− Γ(

3
2
)(I

1
2
0+ν)(t), (18)

U [Θ1(t)] = τ(1)−
√

1− t

2

1∫

0

ν[1− (1− t)s]s−
1
2 ds = −1

2
(I1,− 1

2 ,−1
1− ν)(t). (19)

Согласно (13) и (16) имеем
(
Dα

0+I
1/2
0+ ν

)
(x) =

(
I
−α+1/2
0+ ν

)
(x)

(
0 < α < 1

2

)
, (20)
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(
I
−α−1/2,β,α−1/2
1− I

1,−1/2,−1
1− ν

)
(x) =

(
I
−α+1/2,β−1/2,α−1/2
1− ν

)
(x)(

0 < α < 1
2 , β ≤ 0

)
.

(21)

Формулы (24) и (25) справедливы для ν(x) ∈ Hλ
0 (ρ; [0, 1]) с 0 < λ < 1/2 и

ρ(x) = x−α+ 1
2 , и дробные интегралы (I−α+ 1

2
0+ ν)(x) и (I−α+ 1

2 ,β− 1
2 ,α− 1

2
1− ν)(x) являют-

ся также гельдеровскими функциями. Действительно, если ν(x) ∈ Hλ
0 (ρ; [0, 1]),

то согласно леммам 1 и 2 при 0 < λ < 1/2 и 0 < α < 1/2
(
I
1/2
0+ ν

)
(x) ∈ H

λ+1/2
0 (ρ; [0, 1]) ,

(
Dα

0+I
1/2
0+ ν

)
(x) ∈ H

λ−α+1/2
0 (ρ; [0, 1]) .

Следовательно, (
I
−α+1/2
0+ ν

)
(x) ∈ H

λ−α+1/2
0 (ρ; [0, 1]) (22)

и (24) верно. Далее, вводя обозначение

ν1(x) = (I1,− 1
2 ,−1

1− ν)(x) =

1∫

x

ν(t)dt√
(1− t)

∈ H1[0, 1]

и принимая во внимание условия 0 < α < 1
2 и β ≤ 0, согласно лемме 3 получаем

(I−α− 1
2 ,β,α− 1

2
1− ν1)(x) = (I−α+ 1

2 ,β− 1
2 ,α− 1

2
1− ν)(x) ∈ H

1
2−α[0, 1]

при β = 0, а при β < 0 из леммы 4 вытекает оценка

(I−α+ 1
2 ,β− 1

2 ,α− 1
2

1− ν)(x) ∈ Hmin( 1
2−α,−β)[0, 1],

что гарантирует выполнение равенства (21).
Подставляя (18) и (19) в краевое условие (9) и учитывая (20) и (21), получаем

A
√

π(I−α+ 1
2

0+ ν)(x) + B(I−α+ 1
2 ,β− 1

2 ,α− 1
2

1− ν)(x) = 2A(Dα
0+τ)(x)− 2g(x). (23)

Если ν(x) ∈ Hλ
0 (ρ; [0, 1]), α < 1/2 и −α + 1/2 < λ < 1/2, то на основании (12),

(15) и леммы 2 имеем

(I−α+ 1
2

0+ ν)−1(x) = (Iα− 1
2

0+ ν)(x) = (D
1
2−α
0+ ν)(x) ∈ H

λ+α− 1
2

0 (ρ; [0, 1]). (24)

Если τ(x) ∈ Hλ1
0 (ρ; [0, 1]), α < 1/2 и 1/2 < λ1 < 1, то на основании (10), (15), (14)

и леммы 2 получаем

(I−α+ 1
2

0+ )−1(Dα
0+τ)(x) = (D

1
2−α
0+ )(Dα

0+τ)(x) = (D
1
2
0+τ)(x) ∈ H

λ1− 1
2

0 (ρ; [0, 1]). (25)

Применяя к обеим частям (23) оператор D
−α+ 1

2
0+ и учитывая (24) и (25), при-

ходим к равенству

A
√

πν(x) + B(D−α+ 1
2

0+ I
−α+ 1

2 ,β− 1
2 ,α− 1

2
1− ν)(x) = 2A(D

1
2
0+τ)(x)− 2(D−α+ 1

2
0+ g)(x),

справедливому при x ∈ (0, 1), или, согласно (8),

A
√

πν(x) + B(Iα− 1
2 ,−α+ 1

2 ,1
0+ I

−α+ 1
2 ,β− 1

2 ,α− 1
2

1− ν)(x) =

= 2A(D
1
2
0+τ)(x)− 2(D−α+ 1

2
0+ g)(x).

(26)



Килбас А. А., Репин О. А., Сайго М.92

В работе [14] получена формула

(I−p,p,r
0+ Ip,s,−p

1− ν)(x) = cos(πp))ν(x)
(1−x)p+s + sin(πp)

π

1∫
0

( t
x )p ν(t)dt

(1−t)p+s(t−x)

(0 < p < 1, 0 < x < 1).
(27)

Используя (27) с p = −α + 1
2 и s = β − 1

2 , перепишем (26) в виде особого инте-
грального уравнения с ядром Коши

[A
√

π + B sin(πα)(1− x)α−β ]ν(x) + B cos(πα)
π

1∫
0

( t
x )−α+ 1

2
ν(t)dt

(1−t)β−α(t−x)
=

= 2A(D
1
2
0+τ)(x)− 2(D−α+ 1

2
0+ g)(x) (x ∈ (0, 1)).

(28)

4. Решение сингулярного интегрального уравнения
и краевой задачи

Произведя в (28) замены

ϕ(x) = x−α+ 1
2 (1− x)α−βν(x), (29)

a(x) = A
√

π + B sin(πα)(1− x)α−β , b(x) = B cos(πα)(1− x)α−β , (30)

и
f(x) = 2x−α+ 1

2 (1− x)α−β [A(D
1
2
0+τ)(x)− (D−α+ 1

2
0+ g)(x)], (31)

получим характеристическое особое интегральное уравнение с ядром Коши [15]

a(x)ϕ(x) + b
π

1∫
0

ϕ(t)
t−x dt = f(x) (x ∈ (0, 1)). (32)

Так как α − β > 0, то согласно (22) a(x), b(x) ∈ Hα−β [0, 1]. Если же g(x) ∈
Hλ2 [0, 1] и −α + 1

2 < λ2 ≤ 1, то в силу (7) и леммы 3 имеем

x−α+ 1
2 (D−α+ 1

2
0+ g)(x) = x−α+ 1

2 (Iα− 1
2 ,−α+ 1

2 ,η
0+ g)(x) ∈ Hλ2+α− 1

2 [0, 1]. (33)

Тогда согласно (25) и (33) функция f(x) в (31) удовлетворяет условию

f(x) ∈ Hγ [0, 1], γ = min
[
α− β,−α +

1
2
, λ1 − 1

2
, λ2 + α− 1

2

]
.

Предположим, что

d(x) ≡ [A
√

π+B sin(πα)(1−x)α−β ]2 +[B cos(πα)(1−x)α−β ]2 6= 0 (x ∈ [0, 1]). (34)

Учитывая (12) и (29) запишем функцию ϕ(x) в виде

ϕ(x) = (1− x)α−βϕ∗(x), где ϕ∗(x) = x−α+ 1
2 ν(x) ∈ Hλ

0 [0, 1]. (35)

На основании этого будем искать решение ϕ(x) уравнения (32) в весовом классе
гельдеровских функций Hλ

0

(
(1− x)α−β ; [0, 1]

)
, ограниченных на концах x = 0 и

x = 1 отрезка [0, 1] (см. п. 30.1 в [1], обозначения и результаты откуда мы будем
использовать в дальнейшем).
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Коэффициент G(x) краевой задачи Римана, соответствующей особому инте-
гральному уравнению (32), дается формулой

G(x) = a(x)−ib(x)
a(x)+ib(x) = A

√
π+B[sin(πα)−i cos(απ)](1−x)α−β

A
√

π+B[sin(πα)+i cos(πα)(1−x)α−β =

== A
√

π−iBeiπα(1−x)α−β

A
√

π+iBe−iπα(1−x)α−β = eiΘ(x),

где Θ(x) = arg[G(x)]. Тогда

G(0) =
A
√

π − iBeiπα

A
√

π + iBe−iπα
= eiΘ.

Выберем значение arg[G(x)] так, чтобы

0 ≤ arg[G(0)] = arg
[

A
√

π − iBeiπα

A
√

π + iBe−iπα

]
< 2π.

Это означает, что Θ ≡ Θ(0) = arg[G(0)] определено следующим образом:
Θ = 2arctg −B cos(απ)

A
√

π+B sin(απ)
, если B[A

√
π + B sin(απ)] < 0;

Θ = 2π − 2arctg −B cos(απ)
A
√

π+B sin(απ)
, если B[A

√
π + B sin(απ)] > 0;

Θ = 0, если B = 0; и
Θ = π, если A

√
π + B sin(απ) = 0.

Кроме того, G(1) = 1,Θ(1) = arg[G(1)] = 0 и, следовательно,
[

Θ(1)
2π

]
= 0.

Согласно (35) n0 = 0, n1 = 0 и индекс κ уравнения (32) равен минус единице

κ =
[
Θ(1)
2π

]
+ n0 + n1 − 1 = −1.

Далее,

µ0 = 1− n0 − Θ(0)
2π

= 1− Θ
2π

; µ1 =
Θ(1)
2π

−
[
Θ(1)
2π

]
− n1 = 0;

Z0(x) = exp


 1

2π

1∫

0

Θ(t)dt

t− x
+

Θ ln x

2π


 .

Тогда на основании теоремы 30.2 из [1] имеет место следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть 0 < α < 1
2 , β ≤ 0, функции τ(x) и g(x) удовлетворяют соот-

ветственно условиям (10) и (11); a(x), b(x) и f(x) заданы соотношениями (30)–(31)
и выполняется условие (34).

Для разрешимости уравнения (32) в пространстве Hλ
0

(
(1− x)α−β ; [0, 1]

)
необ-

ходимо и достаточно, чтобы
∫ 1

0

f(t)dt

Z0(t)t1−θ/2π
= 0. (36)

При выполнении этого условия уравнение (32) имеет единственное решение,
даваемое формулой

ϕ(x) =
a(x)f(x)

d(x)
− bZ0(x)

πd(x)

1∫

0

(x

t

)1− Θ
2π f(t)

Z0(t)(t− x)
dt.
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Из результатов пункта 4 и теоремы 1 вытекает следующая теорема о разре-
шимости поставленной в п. 2 краевой задачи.

Теорема 2. Пусть 0 < α < 1/2, β ≤ 0, функции τ(x) и g(x) удовлетворяют
соответственно условиям (10) и (11), и пусть выполнены условия (34) и (36).

Тогда краевая задача (8), (9) для гиперболического уравнения (1) имеет един-
ственное решение U(x, y) в классе (12), и это решение дается формулой (17), где

ν(x) = xα− 1
2 (1− x)β−αϕ(x).
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