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АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ
ДЛЯ ПСЕВДОПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

С ВЫРОЖДЕНИЕМ В ОБЛАСТЯХ С ПОДВИЖНОЙ ГРАНИЦЕЙ

М. З. Маршенкулов, М. Х. Шхануков–Лафишев

1. В конечной области D, ограниченной отрезками прямых x = 0, t = 0,
t = T > 0 и нехарактеристической кривой x = s(t), s(0) = b > 0 рассмотрим
задачу

∂u

∂t
=

∂

∂x

[
k(x, t)

∂u

∂x

]
+

∂

∂t

∂

∂x

[
η(x, t)

∂u

∂x

]
− q(x, t)u + f(x, t),

0 < x < s(t), 0 < t ≤ T, (1)

u(0, t) = 0, u(s(t), t) = ux(s(t), t) = 0, ṡ(t) ≥ 0, (2)

u(x, 0) = u0(x) 0 ≤ x ≤ s(0) = b, (3)

где коэффициенты уравнения (1) являются достаточно гладкими функциями и
удовлетворяют условиям

0 < c1 ≤ η(x, t) ≤ c2 |k, ηt, q| ≤ c3.

Существование решений краевых задач для уравнения (1) зависит от того как
расположена нехарактеристическая кривая x = s(t), внутри (ṡ(t) ≤ 0) характе-
ристического четырехугольника (x = 0, x = b, t = 0, t = T ) или вне (ṡ(t) ≥ 0).
В первом случае постановка краевых задач аналогична постановкам для уравне-
ний параболического типа, во втором — следует задавать на кривой два условия,
например, u(s(t), t) = 0, ux(s(t), t) = 0, либо какие-нибудь другие классические
или неклассические граничные условия [1].

В этой статье будут получены априорные оценки для решения задачи (1)–(3),
а также для псевдопараболического уравнения с вырождением.

Умножим уравнение (1) скалярно на u:

(ut, u)− ((kux)x, u)− ((ηux)xt, u) + (q, u2) = (f, u), (4)

где

(u, v) =

s(t)∫

0

u · v dx, ||u||2L(0,s(t)) = (u, u).

Преобразуем интегралы, входящие в тождество (4):

(ut, u) =
1
2

∂

∂t
||u||2L(0,s(t)) −

1
2
ṡ(t)u2(s(t), t),
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((kux)x, u) = k(s(t), t)ux(s(t), t) · u(s(t), t)−
s(t)∫

0

ku2
x dx, (5)

((kux)xt, u) = −1
2

s(t)∫

0

ηtu
2
x dx− 1

2
∂

∂t

s(t)∫

0

ηu2
x dx + ṡ(t)η(s(t), t)u2

x(s(t), t)+

+(ηux)t

∣∣
x=s(t)

u(s(t), t).

Здесь мы воспользовались только одним граничным условием u(0, t) = 0. Под-
ставляя (5) в тождество (4), находим

∂

∂t
||u||2L2(0,s(t)) +

∂

∂t

s(t)∫

0

ηu2
x dx− 2ṡ(t)η(s(t), t)u2

x(s(t), t) ≤

≤ 3c3||ux||2L2(0,s(t)) + 2c3||u||2L2(0,s(t)) + ||u||2L2(0,s(t)) + ||f ||2L2(0,s(t)). (6)

Из неравенства (6) видно, что при ṡ(t) ≤ 0 третье слагаемое можно отбросить,
в случае когда ṡ(t) ≥ 0 необходимо задавать дополнительное условие (например,
ux(s(t), t) = 0).

В обоих случаях из неравенства (6) следует

||u(x, t)||2W 1
2 (0,s(t)) ≤ C4

t∫

0

||u(x, τ)||2W 1
2 (0,s(t)) dτ+

+

t∫

0

||f(x, τ)||2L2(0,s(τ)) dτ + ||u0(x)||2W 1
2 (0,b). (7)

Обозначим через

y(t) =

t∫

0

||u||2W 1
2 (0,s(τ)) dτ,

F (t) =

t∫

0

||f ||2L2(0,s(τ)) dτ + ||u0(x)||2W 1
2 (0,b).

Тогда (7) примет вид
dy(t)
dt

≤ C4y(t) + F (t),

откуда на основании леммы 1.1 из [2] находим

||u(x, t)||2W 1
2 (0,s(t)) ≤ M(t)




t∫

0

||f(x, τ)||2L2(0,s(τ)) dτ + ||u0(x)||2W 1
2 (0,b)


 .

2. В области D = {(x, t) : 0 < x < s(t), 0 < t < T} рассмотрим задачу

∂u

∂t
=

1
xα

∂

∂x

[
xαk(x, t)

∂u

∂x

]
+

1
xα

∂

∂t

∂

∂x

[
xαk(x, t)

∂u

∂x

]
−
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− v

xα

∂

∂x
(xαu)− q(x, t)u + f(x, t), 0 < x < s(t), 0 < t < T, (8)

lim
x→0

xα[kux + (kux)t − vu] = 0, u(s(t), t) = ux(s(t), t) = 0,

u(x, 0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ b = s(0),

где k(x, t) ≥ c1 > 0, |q(x, t)| ≤ c2, 1 ≤ α ≤ 2, v = const > 0, ṡ(t) ≥ 0.
Случаи α = 1, 2 соответствуют в гидродинамике течениям с цилиндрической

и сферической симметрией. В случае, когда первое пространство представляет
собой фрактал α ∈ (1, 2) и определяется формулой α = df − 1, где df — размер-
ность Хаусдорфа–Безиковича [3].

Умножим уравнение (8) скалярно на xαu:

(ut, x
αu)− ((xαkux)x, u)− ((xαkux)xt, u) + v((xαu)x, u) + (q, xαu2) = (f, xαu). (9)

Преобразовывая интегралы, входящие в тождество (9), находим

(u− t, xαu) =
1
2

∂

∂t

s(t)∫

0

xαu2 dx +
1
2
ṡ(t)[s(t)]αu2(s(t), t),

((xαkux)x, u) = xαkux(s(t), t)u(s(t), t)− (xαkux) · u∣∣
x=0

−
s(t)∫

0

xαku2
x dx,

((xαkux)xt, u) = (xαkux)tu
∣∣s(t)
0

− 1
2

s(t)∫

0

xαktu
2
x dx−

−1
2

∂

∂t

s(t)∫

0

xαku2
x dx +

1
2
ṡ(t)[s(t)α]ku2

x(s(t), t), (10)

v((xαu)x, u) = vxαu2
∣∣s(t)
0

− v

2
xαu2

∣∣s(t)
0

+
α

2
v

s(t)∫

0

xα−1u2 dx.

Подставляя (10) в тождество (9), с учетом граничных условий и упомянутой
выше леммы 1.1, находим

||xα/2u||2L2(0,s(t)) + ||xα/2ux||2L2(0,s(t)) +

t∫

0

||xα/2ux(x, τ)||2L2(0,s(τ)) dτ ≤

≤ M(t)




t∫

0

||xα/2f(x, τ)||2L2(0,s(τ)) dτ + ||xα/2u0(x)||2L2(0,b) + ||xα/2u′0(x)||2L2(0,b)


 .

Из полученных оценок следует единственность и устойчивость решения рас-
сматриваемых задач по правой части и начальным данным.

3. Нетрудно получить дискретный аналог априорных оценок в случае прямо-
угольной области 0 < x < l, 0 < t < T .

Рассмотрим схему Роте для следующей начально–краевой задачи:

yt̄ =
1
xα

∂

∂x

(
xαk(x)

∂y

∂x

)
+

1
xα

∂

∂x

(
xαk(x)

∂

∂x
yt̄

)
− v

xα

∂

∂x
(xαy)−q(x, t)y+f(x, t), (11)
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lim
x→0

xα[kyx + (kyx)t̄ − vy] = 0, y(l, t) = 0, (12)

y(x, 0) = u0(x), k ≥ c1 > 0, |q| ≤ c2, (13)

где yt̄ = y−y̌
τ , y = yj , y̌ = yj−1, yj = y(x, tj), τ = tj − tj−1 шаг сетки по времени.

Умножим уравнение (11) скалярно на 2τxαy:

2τ(yt, x
αy)− 2τ((xαk(x)yx)x, y)− 2τ((xαkyxt̄)x, y)+

+2τv((xαy)x, y) + 2τ(q, xαy) = (f, xαy), (14)

где (u, v) =
l∫
0

uv dx, (u, u) = ||u||20.
Имеет место тождество

2τ(yt, x
αy) = ||xα/2y||20 − ||xα/2y̌||20 + τ2||xα/2yt̄||20.

Как и выше преобразуем интегралы, входящие в тождество (14):

2τ((xαkyx)x, y) = −2τ

l∫

0

xαky2
x dx + 2τxαkyx · y

∣∣l
0
, (15)

2τ((xαkyxt̄)x, y) = 2τxαkyxt̄ · y
∣∣l
0
− 2τ

l∫

0

xαk(x)yxt̄yx dx =

= 2τxαkyxt̄ · y
∣∣l
0
−





l∫

0

xαky2
x dx−

l∫

0

xαky̌2
x dx + τ2

l∫

0

xαky2
xt̄ dx



 .

v((xαy)x, y) =
v

2
xαy2

∣∣l
0

+
αv

2

l∫

0

xα−1y2 dx.

Подставляя (15) в тождество (14), с учетом граничных условий получаем

||xα/2y||20 − ||xα/2y̌||20 +

l∫

0

xαky2
x dx−

l∫

0

xαky̌2
x dx + 2τc1

l∫

0

xαy2
x dx ≤

≤ 2τc2

l∫

0

xαy2 dx + τ ||xα/2f ||20 + τ ||xα/2y||20. (16)

Просуммируем (16) по j′ от 1 до j, тогда получим

||xα/2yj ||20 + c1||xα/2yj
x||20 + 2c1

j∑

j′=1

||xα/2yj′
x ||20τ ≤

≤ (1+2c2)
j∑

j′=1

||xα/2yj′ ||20τ +
j∑

j′=1

||xα/2f j′ ||20τ + ||xα/2u0(x)||20 + ||xα/2u′0(x)||20. (17)

Из неравенства (17) с помощью леммы 4 из [4] находим

||xα/2y||20 + ||xα/2yx||20 +
j∑

j′=1

||xα/2yj′
x ||20τ ≤
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≤ M




j∑

j′=1

||xα/2f j′ ||20τ + ||xα/2u0(x)||20 + ||xα/2u′0(x)||20


 . (18)

Из оценки (18) следует сходимость метода Роте к решению исходной диффе-
ренциальной задачи (11)–(13) со скоростью O(τ).
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