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CВОЙСТВА РЕШЕНИЙ НЕКОТОРЫХ СИНГУЛЯРНЫХ
ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

С. Г. Пятков

Мы рассматриваем уравнение

Mu = g(x, t)ut + L(t, x)u = f(x, t), (x, t) ∈ Q = G× (0, T ) (T ≤ ∞), (1)

где G — ограниченная область в Rn с границей Γ, а L — эллиптический оператор
второго порядка:

Lu = −
n∑

i,j=1

∂

∂xj
(ai,j(t, x)uxi

) +
n∑

i=1

bi(t, x)uxi
+ c(t, x)u,

n∑

i,j=1

ai,j(t, x)ξiξj ≥ δ‖ξ‖2

для ξ ∈ Rn, где постоянная δ > 0 не зависит от t и ξ и ai,j = aj,i. Положим

B1u|Γ = u(t, x)|Γ или B1u|Γ =
∂

∂N
u(t, x) + σ(t, x)u|Γ,

где ∂
∂N u =

∑n
i,j=1 ai,juxinj и nj — компоненты внешней единичной нормали к S =

Γ× (0, T ). Гладкости функции g(x, t) по переменной x и ее знакоопределенности
в области Q мы не предполагаем. Мы требуем существования открытых подмно-
жеств G+(0), G+(T ), G−(0) и G−(T ) области G таких, что µ(G±(0) \G±(0)) = 0
(µ(G±(T ) \ G±(T )) = 0), g(0, x) > 0 п.в. (почти всюду) в G+(0) (g(T, x) > 0 п.в.
в G+(T )), g(0, x) < 0 п.в. в G−(0) (g(T, x) < 0 п.в. в G−(T )) и g(x, 0) = 0 п.в. в
G0(0) = G \ (G+(0) ∪ G−(0)) (g(T, x) = 0 п.в. в G0(T ) = G \ (G+(T ) ∪ G−(T ))).
Ищем решение уравнения (1), удовлетворяющее следующим краевым условиям

B1u|Γ = 0, u(0, x) = u0(x) (x ∈ G+(0)), u(T, x) = uT (x) (x ∈ G−(T )) (2)

при T < ∞ и

B1u|Γ = 0, u(0, x) = u0(x) (x ∈ G+(0)), lim
t→∞

u(t, x) = 0 (3)

при T = ∞. Предполагаем, что все функциональные пространства рассматри-
ваются над полем R и соответствующие коэффициенты граничного оператора и
оператора L вещественны.

Среди работ, посвященных уравнению (1) и, в частности, краевой задаче (1)–
(3), отметим работы [1–12]. В этих работах рассматривались вопросы существова-
ния и единственности решений для некоторых модельных уравнений входящих в
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класс (1). Данная работа является продолжением работы [12]. Мы ослабим усло-
вия на функцию g(x, t) и коэффициенты уравнения. В частности, в [12] мы пред-
полагали в ряде случаев, что коэффициенты оператора L не зависят от t. Здесь
это условие опущено. Отметим, что гладкость решений задачи (1)–(3) вплоть до
точек t = 0 и t = T места не имеет, даже если все данные задачи бесконечно
дифференцируемы (см. [1, 6, 11]). Именно поэтому в работе рассматриваются ве-
совые пространства. Определения функциональных пространств стандартные и
могут быть найдены в [13, 14].

Обозначим через X1 пространство, совпадающее с W 1
2 (G) в случае третьей

краевой задачи и с
◦
W 1

2(G) в случае задачи Дирихле. Приведем необходимые
условия на коэффициенты уравнения, считая, что l ≥ 0 — фиксированное целое
число:

(a) ai,j ∈ Cl([0, T ]C(G)) (i, j = 1, 2, . . . , n); σ(x, t) ∈ Cl([0, T ]; C(Γ)); Γ ∈ C2;
bi ∈ W l

∞(0, T ; W 1
∞(G)) (i = 1, 2, . . . , n);

(b) c(x, t) ∈ W l
∞(0, T ; Lp(G)) и g(x, t) ∈ W

max(l,1)
∞ (0, T ;Lp(G)), где p ≥ n/2 при

n > 2, p = 1 при n < 2, p > 1 при n = 2; при n > 2 gt, c ∈ L∞(0, T ; Lq(G)) с
q > n/2;

(с) g(x, t), c(x, t) ∈ W l−1
∞ (0, T ;Lp(G)), где p ≥ n/2 при n > 4, p > 2 при n = 4,

p = 2 при n < 4; при n > 4 gt, c ∈ L∞(0, T ; Lp(G)) с p > n/2; g(l−1), c(l−1) ∈
W 1
∞(0, T ;Lp(G)) с параметром p, удовлетворяющим условиям из (2); g ∈

L∞(0, T ; Lp(G)) с p ≥ n при n > 2, p = 2 при n < 2, p > 2 при n = 2;
(d) справедливы неравенства

c(t, x) + igt ≥ δ > 0, c∗ = c(t, x)−
n∑

i=1

bixi + (i− 1)gt(t, x) ≥ δ > 0, i = 0, 1, . . . , l,

σ(t, x) ≥ 0, σ∗(t, x) = σ −
n∑

i=1

bini ≥ 0

почти всюду в Q и на S.

Отметим, что из условий (b) вытекает g(t, x) ∈ C([0, T ]; Lp(G)) (после мо-
жет быть исправления функции g на множестве меры ноль). Положим (u, v) =∫
G

u(x)v(x) dx и < u, v >=
∫
Q

u(x, t)v(x, t) dQ.

Положим ϕi(t) = t2i(T − t)2i при T < ∞ и i ∈ N и при T = ∞ считаем, что
ϕi(t) ∈ C∞([0,∞)), ϕi(t) = t2i при t ≤ 1 ϕi(t) = 1 при t ≥ 2, 1/2 ≤ ϕi(t) < 2
при t ∈ [1, 2]. Положим ϕ0(t) ≡ 1, при r < 0 ϕr = 1/ϕ−r. Теоремы вложения
(см. [13, 15]) и условия (2) гарантируют, что оператор умножения на функцию
g непрерывен как оператор из L2(0, T ;X1) в L2(0, T ;X ′

1), где X ′
1 — негативное

пространство, построенное по паре X1, L2(G) (см. определение негативных про-
странств в [15]). При этом действие соответствующих функционалов определятся

равенством < gu, v >=
T∫
0

(gu, v) dt, причем все интегралы существуют в обычном

смысле (g(x, t)u(x, t)v(x, t) ∈ L1(Q), если u, v ∈ L2(0, T ; X1)). Норму в простран-
стве L2(0, T ; X1), совпадающую с нормой пространства L2(0, T ; W 1

2 (G)), обозна-
чаем через ‖ · ‖0,1. Соответственно, норму в пространстве L2(0, T ; X ′

1) обознача-
ем через ‖ · ‖0,−1. Нормы в пространствах L2(G), L2(Q) обозначаем символами
‖ · ‖, ‖ · ‖0. Норму в пространствах X1, X ′

1 обозначаем через ‖ · ‖1, ‖ · ‖−1. Класс
C∞([0, T ];X1) далее обозначаем через H. Введем также пространство

Wm = {u ∈ L2(0, T ;X1) :
√

ϕiu
(i) ∈ L2(0, T ; X1) (i ≤ m),
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√
ϕm

d

dt
gu(m) ∈ L2(0, T ;X ′

1)} (m ∈ N),

где u(i) = di

dti u и обобщенные производные понимаются в смысле теории рас-
пределений. Пространство W 0 обозначаем через W . Норма в пространстве Wm

определяется равенством

‖u‖2W m =
m∑

i=0

‖√ϕiu
(i)‖2L2(0,T ;X1)

+
∥∥∥∥
√

ϕm
d

dt
g(t, x)u(m)

∥∥∥∥
2

L2(0,T ;X′
1)

.

Обозначим также через F0 и G0 весовые пространства L2,g(0,x)(G \ G0(0)) и
L2,g(T,x)(G\G0(T )) состоящие из измеримых функций u(x) в G\G0(0) и G\G0(T )
таких, что

√
|g(0, x)|u(x) ∈ L2(G \G0(0)), соответственно

√
|g(T, x)|u(x) ∈ L2(G \

G0(T )). Аналогично определяем L2,g(0,x)(G±(0)) и L2,g(T,x)(G±(T )).
Далее мы приведем теорему существования обобщенного решения.

Теорема 1. Предположим, что f ∈ L2(0, T ; X ′
1), u0 ∈ L2,g(0,x)(G+(0)), uT ∈

L2,g(T,x)(G−(T )) (это условие отсутствует, если T = ∞) и условия (a), (b), (d) с
l = 0 выполнены. Тогда существует единственное обобщенное решение u(t, x) ∈
W задачи (1)–(3) такое, что u(0, x) ∈ F0, u(T, x) ∈ G0, и существует последова-
тельность un ∈ C∞([0, T ];X1) такая, что

‖un − u‖W + ‖gunt − Lun − f‖0,−1+

+‖un(0, x)− u(0, x)‖F0 + ‖un(T, x)− u(T, x)‖G0 → 0 при n →∞.

Доказательство. Доказательство полностью совпадает с доказательством
соответствующей теоремы 1 в [12]. Единственное изменение в доказательстве со-
стоит в том, что первое слагаемое в форме Eε(u, v), введенной в лемме 3 в [12],
заменяется на

∫
Q

ε(1 + |g(x, 0)|+ |g(x, T )|)ut(x, t)vt(x, t) dQ. Соответствующим об-

разом меняются и вспомогательные функциональные пространства. В остальном
рассуждения проходят без изменений.

Под обобщенным решением задачи (1)–(3) (см. [12]) понимаем функцию u ∈ W
такую, что для всех v ∈ L2(0, T ;X1)

T∫

0

a(u, v) dt +
∫

Q

(u(x, t)g(x, t))tv(x, t)− u(x, t)gt(t, x)v(t, x) dQ =

=
∫

Q

f(t, x)v(t, x) dQ,

a(u, v) =
∫

G

n∑

i,j=1

ai,juxivxj +
n∑

i=1

biuxiv + cuv(x, t) dx +
∫

Γ

σ(t, x)uv(t, x) dΓ,

или другими словами можно сказать, что уравнение (1) выполнено в простран-
стве L2(0, T ;X ′

1).
Отметим (см. [12]), что для функции u ∈ W существуют единственные функ-

ции (следы) u(x, 0), u(x, T ) такие, что для каждой ϕ(x) ∈ C∞0 (G+(0) ∪ G−(0))
(ϕ(x) ∈ C∞0 (G+(T ) ∪ G−(T ))

√
|ϕ|u(x, 0) ∈ F0 (

√
|ϕ|u(x, T ) ∈ G0) и для любой
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последовательности un → u в W , un ∈ H, (такие последовательности существуют
(см. лемму 1 в [12]))

‖(u(x, 0)− un(x, 0))ϕ‖F0 → 0 (‖(u(x, T )− un(x, T ))ϕ‖G0 → 0) при n →∞.

Пусть X — некоторое гильбертово пространство со скалярным произведени-
ем (·, ·). Через W l,s(X) обозначим пространство функций v(t) ∈ L2(0, T ;X), име-
ющих обобщенные производные до порядка l включительно (в смысле теории
распределений) такие, что

‖v‖2W l,s(X) =
l∑

i=0

‖√ϕi−sv
(i)‖2L2(0,T ;X) < ∞.

Полагаем [u, v] =
T∫
0

(u(t), v(t)) dt. Рассмотрим оператор

Llv = v +
l∑

i=1

λi

[
(−1)i ∂i

∂ti
(ϕiv

(i)) + (−1)i−1 ∂i−1

∂ti−1

(
ϕit

2
v(i)

)]
(λi > 0),

где постоянные λi удовлетворяют некоторому условию вида

λi ≤ r1λi−1 (r1 ≤ 1, λ0 = 1, i = 1, . . . , l). (4)

Лемма. При подходящем выборе постоянной r1 в (4) и s ≥ 0, оператор Ll

осуществляет изоморфизм пространства W 2l+k,s(X) на W k,s(X) при всех целых
k, s ≥ 0. Класс C∞0 (0, T ;X) плотен в W l,s(X) при всех целых l, s. При T < ∞
и s ≤ 0 все функции из класса C∞([0, T ];X) принадлежат W l,s(X), а при T =
∞ этим же свойством обладают все функции из C∞([0,∞); X) с ограниченным
носителем.

Доказательство. Утверждение о плотности проверяется следующим обра-
зом. Пусть T 6= ∞. Введем функцию ψδ = Pρχδ, где χδ — характеристическая
функция интервала (δ, T − δ) и ρ = δ/4, а оператор Pρ — оператор усреднения по
переменной t:

Pρu =

∞∫

−∞
ω(

ξ − t

ρ
)u(ξ) dξ =

∞∫

−∞
ω(η)u(t + ρη) dη,

где функция u(t) определена на интервале (−∞,∞), функция ω(η) ∈ C∞0 (R),∫
R

ω(η) dη = 1, ω(ξ) ≥ 0 и supp ω ⊂ (−1, 1). Функция ψδ обладает свойствами:

ψδ = 0 (t ∈ (0, δ/2)∪(T−δ/2, T )), ψ(k)
δ = 0 (t ∈ (0, T )\(δ/2, 3δ/2)∪(T−3δ/2, T−δ/2),

|ψ(k)
δ | ≤ ck/δk (t ∈ (δ/2, 3δ/2) ∪ (T − 3δ/2, T − δ/2), k = 0, 1, . . .), (5)

где постоянная c не зависит от δ. Как непосредственное следствие (5), опреде-
ления нормы в W l,s(X) и абсолютной непрерывности интеграла Лебега имеем,
что ‖ψδu−u‖W l,s(X) → 0. Аналогичные рассуждения справедливы и при T = ∞.
Возьмем T = 2, построим функцию ψδ, и далее найдем ψ̃δ ∈ C∞0 (0,∞) такую, что
ψ̃δ(t) = ψδ(t) при t ≤ 1, ψ̃δ(t) = 1 при t ∈ [1, Rδ] (Rδ →∞ при δ → 0), 0 ≤ ψ̃δ ≤ 1
при t ∈ (Rδ, 2Rδ), ψ̃δ(t) = 0 при t ≥ 2Rδ, причем |ψ̃(k)

δ | ≤ c(k) при t ≥ 1 (постоян-
ная c(k) не зависит от δ). Искомые приближающие последовательности строятся
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с помощью операторов усреднения, в случае T < ∞ используем оператор Pρψδv
с ρ ≤ δ/8.

При подходящем выборе постоянных λi имеем, что

|[Llv, u]| ≤ c‖u‖W l,0(X)‖v‖W l,0(X), [Llu, u] ≥ δ‖u‖2W l,0(X) (u, v ∈ W 2l,0).

Отсюда вытекает, что соответствующая полуторалинейная форма удовлетворяет
условиям теоремы Лакса–Мильграма (теорема 8.1 в [15]) и задача

[Llv, u] = [f, u] ∀u ∈ W l,0(X) (6)

имеет единственное решение v ∈ W l,0(X). Далее считаем, что T < ∞. При T = ∞
рассуждения аналогичны. Приблизим v последовательностью vn ∈ C∞0 (0, T ;X) в
норме W l,0(X). При этом соответствующая последовательность fn будет сходить-
ся к f в пространстве (W l,0(X))′. Возьмем в (6) (где v = vn, f = fn) u = ϕεvn,
ϕε = 1/((t+ε)2s(T−t+ε)2s. Интегрируя по частям, если постоянная r1 достаточно
мала, получим оценку

l∑

i=0

‖v(i)
n

√
ϕiϕε‖2L2(0,T ;X) ≤ c|[fn, ϕεvn]|,

где постоянная c не зависит от ε. Переходя к пределу по n получим, что это
неравенство выполнено и для предельной функции v, откуда

l∑

i=0

‖v(i)√ϕiϕε‖2L2(0,T ;X) ≤ c‖f√ϕε‖2L2(0,T ;X).

Используя теорему Леви, заключаем, что v ∈ W l,s(X). Далее, используя стан-
дартные рассуждения с помощью метода конечных разностей, устанавливаем,
что v ∈ W 2l+k,s

loc (X) (т.е. ϕ(t)v ∈ W 2l+k,s(X) для всех ϕ ∈ C∞0 (0, T )). Берем в (6)
u = ϕ1−sψδv

′′ (функция ψδ заменяется на ψ̃δ при T = ∞). Интегрируя по ча-
стям, используя полученные неравенства и неравенство |√ϕiψ

(k)
δ | ≤ c(k, i)√ϕi−k,

получим оценку

T∫

0

ψδϕl+1−s‖u(l+1)‖2X dt ≤ c‖f√ϕ−s‖2L2(0,T ;X).

Используя теорему Леви заключаем, что u(l+1)√ϕl+1−s ∈ L2(0, T ; X). Далее по-
вторяем рассуждения последовательно выбирая u = ϕ2−sψδv

(4), u = ϕ3−sψδv
(6)

и т.д. В конце концов получим искомое утверждение.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (a), (b), (d) при некотором l ≥ 1. То-
гда для каждых f ∈ W l,0(X ′

1), u0 ∈ L2,g(G+(0)), uT ∈ L2,g(G−(T )) (если T < ∞)
существует обобщенное решение u(x, t) задачи (1)–(3) из пространства W l,0(X1),
причем такое, что gut ∈ W l,0(X ′

1), u(x, 0) ∈ F0, u(x, T ) ∈ G0. При этом урав-
нение (1) и краевые условия выполняются в смысле, указанном в теореме 1. В
частности, имеем √ϕiu

(i) ∈ L2(0, T ; W 1
2 (G)) (i ≤ l).

Доказательство. Для функций u, v ∈ H рассмотрим форму E(v, u) =
E0(v, u) + E1(v, u),

E0(v, u) =

T∫

0

a(u, Llv) dt+ < Llv − v, gut > − < vtg, u > − < gtv, u >,
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E1(v, u) =
∫

G+(T )

g(x, T )v(x, T )u(x, T ) dx−
∫

G−(0)

g(x, 0)v(x, 0)u(x, 0) dx

при T < ∞,

E1(v, u) = −
∫

G−(0)

g(x, 0)v(x, 0)u(x, 0) dx

при T = ∞. Рассмотрим также функционал

l(~v) =< Llv, f > +
∫

G+(0)

v(x, 0)g(x, 0)u0(x) dx−
∫

G−(T )

v(x, T )g(x, T )uT (x) dx,

где ~v = (v(x, t), v(x, 0), v(x, T )). Проверим, что при подходящем выборе постоян-
ных λi (выполнено подходящее условие типа (4)) формы E0(v, u), E(v, u) обла-
дают свойствами:

E0(v, u) ≤ c(v)‖u‖W l,0(X1) (u, v ∈ C∞([0, T ];X1)), (7)

E(u, u) ≥ δ(‖u‖2W l,0(X1)
+ ‖u(x, 0)‖2F0

+ ‖u(x, T )‖2G0
) (u ∈ C∞([0, T ];X1)). (8)

где δ, c — некоторые положительные постоянные, не зависящие от параметра
t ∈ (0, T ).

Оценка (7) получается просто, если мы используем интегрирование по частям,
неравенство Гельдера и теоремы вложения. Получим оценку (8). Интегрируя по
частям, придем к равенству

− < ut, gu > − < u, gtu > +

T∫

0

a(u, u) dt + E1(u, u) ==

T∫

0

n∑

i,j=1

aijuxiuxj dQ+

+ < u,
(
c− 1

2

( n∑

i=1

bixi + gt

))
u > +

1
2
(‖u(x, 0)‖2F0

+ ‖u(x, T )‖2G0
).

Из (d) вытекает неравенство

− < ut, gu > − < u, gtu > +

T∫

0

a(u, u) dt + E1(u, u) ≥

≥ δ‖u‖20,1 +
1
2
(‖u(x, 0)‖2F0

+ ‖u(x, T )‖2G0
). (9)

Далее рассмотрим i-е слагаемое входящее в форму E0. Туда входит слагаемое
Ii
1 =< ϕiu

(i), (gut)(i) > + < ϕit

2 u(i), (gut)(i−1) > . Интегрируя по частям, мы
получим

Ii
1 =< ϕiu

(i), gt(i− 1
2
)u(i) > +

i∑

k=2

ck
i < ϕiu

(i), g(k)u(i−k+1) > +

+
i−1∑

k=1

ck
i−1 <

ϕit

2
u(i), g(k)u(i−k) >,

где ck
i — число сочетаний из i по k. Слагаемые, входящие во вторую и третью

сумму оцениваются одинаково. Например, используя неравенства

|ϕit| ≤ c
√

ϕiϕi−1, ab ≤ δ0|a|p/p + (δ0)−q/p|b|q/q (1/p + 1/q = 1), (10)
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получим
∣∣∣ <

ϕit

2
u(i), g(k)u(i−k) >

∣∣∣ ≤ c‖√ϕiu
(i)‖0,1‖g(k)√ϕi−1u

(i−k)‖0,−1 ≤

c1‖√ϕiu
(i)‖0,1‖√ϕi−1u

(i−k)‖0,1 ≤ δ0‖√ϕiu
(i)‖20,1 + c(δ0)‖u‖2W i−1,0(X1)

,

где постоянная δ0 ∈ (0, 1) может быть выбрана произвольной и c(δ0) → ∞ при
δ0 → 0. Тогда имеем

Ii
1 ≥< ϕiu

(i), gt(i− 1
2
)u(i) > −c1δ0‖√ϕiu

(i)‖20,1 − c(δ0)‖u‖2W i−1,0(X1)
, (11)

где c1 — некоторая фиксированная постоянная, а постоянная δ0 ∈ (0, 1) может

быть выбрана произвольной. Рассмотрим слагаемое Ii
2 = (−1)i

T∫
0

a(u, (ϕiu
(i))(i)) dt.

Имеем

Ii
2 =

T∫

0

n∑

k,s=1

((ak,suxs
)(i), ϕiu

(i)
xk

) +
n∑

k=1

((bxk
uxk

)(i), ϕiu
(i)) dt+

+

T∫

0

∫

Γ

(σ(x, t)u)(i)ϕiu
(i) dΓdt +

T∫

0

((c(x, t)u)(i), ϕiu
(i)) dt.

Это выражение может быть записано в виде Ii
2 =

T∫
0

ϕia(u(i), u(i)) dt + J(u), где

слагаемое J(u) допускает оценку

|J(u)| ≤ c‖u‖W i−1,0(X1)‖u‖W i,0(X1) ≤ c1δ1‖u‖2W i,0(X1)
+ c(δ1)‖u‖2W i−1,0(X1)

.

Выбирая достаточно малую постоянную δ1, отсюда получим неравенство

Ii
2 ≥ δ

T∫

0

ϕi(‖u(i)‖21 dt +
∫

Q

(c−
n∑

k=1

1
2
bkxk

)|u(i)|2 dQ− c2‖u‖2W i−1,0(X1)
.

Это неравенство также может быть записано в виде

Ii
2 ≥ δ‖u‖2W i,0(X1)

+
∫

Q

(c−
n∑

k=1

1
2
bkxk

)|u(i)|2 dQ− c3‖u‖2W i−1,0(X1)
. (12)

Рассмотрим слагаемые Ii
3 = (−1)(i−1)

2

T∫
0

a(u, (ϕitu
(i))(i−1)) dt. Используя (10), ана-

логично предыдущему получим

|Ii
3| ≤ c‖u‖W i−1,0(X1)‖u‖W i,0(X1) ≤ c1δ2‖u‖2W i,0(X1)

+ c(δ2)‖u‖2W i−1,0(X1)
, (13)

где постоянная δ2 ∈ (0, 1) может быть выбрана произвольной. Используя (9),
(11)–(13) и выбирая достаточно малые постоянные δi, а также используя усло-
вие (d), мы придем к неравенству

E(u, u) ≥
l∑

i=0

λiδ‖u‖2W i,0(X1)
− c

l∑

i=1

‖u‖2W i−1,0(X1)
+

1
2
(‖u(x, 0)‖2F0

+ ‖u(x, T )‖2G0
),
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которое может быть записано в виде

E(u, u) ≥
l∑

i=0

‖u‖2W i,0(X1)
(λiδ − cλi+1) +

1
2
(‖u(x, 0)‖2F0

+ ‖u(x, T )‖2G0
),

Выбирая постоянную r1 в (4) такой, что r1 ≤ δ/(2c), мы придем к неравенству (8).
Из неравенства (7) вытекает, что при фиксированной v форма E0 определяет

антилинейный непрерывный функционал над пространством W l,0(X1) и следо-
вательно, найдется элемент Tv ∈ (W l,0(X1))′ такой, что E0(v, u) =< Tv, u >.
Тогда форму E(v, u) можно записать в виде

E(v, u) =< Tv, u > +E1(v, u) (u, v ∈ H),

где T : H → (W l,0(X1))′ — линейный оператор. Для u ∈ H положим ~u =
(u(x, t), u(x, 0), u(x, T )) ∈ W l,0(X1) × F0 × G0 = X l (считаем, что T < ∞, в
случае T = ∞ естественно имеем, что ~u = (u(x, t), u(x, 0)) ∈ W l,0(X1) × F0).
Линеал {~u, u ∈ H} обозначим через Ll. На линеале Ll определим оператор
S~v = (Tv, χ−0 (x)v(0), χ+

T (x)v(T )), где χ±0 , χ±T — характеристические функции мно-
жеств G+(0), G−(0), G+(T ), G−(T ), соответственно. Имеем S : Ll → (W l,0(X1))′×
F0 × G0 = (X l)′ (негативные к F0, G0 отождествляем с F0 и G0). Тогда форму
E(v, u) можно записать в виде

El(v, u) =< Tv, u > +(χ−v(x, 0), u(x, 0))F0 + (χ+v(x, T ), u(x, T ))G0 =< S~v, ~u >0,

где < ~v, ~u >0 — скалярное произведение в L2(Q) × F0 × G0 = E0. Из этого
представления и неравенства Шварца вытекает неравенство

|E(u, u)| ≤ (‖Tu‖2(W l,0(X1))′ + ‖χ−u(0)‖2F0
+ ‖χ+u(T )‖2G0

)1/2×

×(‖u‖2W l,0(X1)
+ ‖u(0)‖2F0

+ ‖u(T )‖2G0
)1/2 (14)

Из (8), (14) имеем, что

‖S~u‖(Xl)′ ≥ δ(‖u‖2W l + ‖u(0)‖2F0
+ ‖u(T )‖2G0

)1/2 = ‖~u‖Xl , (15)

справедливую для всех u ∈ H. Рассмотрим функционал l(~v) (~v ∈ Ll). Из опреде-
ления функционала получим неравенство

|l(~v)| ≤ c‖~v‖Xl(‖f‖2W l,0(X′
1)

+ ‖u0‖2L2,g(G+(0)) + ‖uT ‖2L2,g(G−(T )))
1/2 (16)

Рассмотрим задачу о нахождении функции ~u ∈ X l такой, что

< S~v, ~u >0= l(~v) ∀~v ∈ Ll. (17)

Для любого ~g ∈ R(S) ⊂ (X l)′ имеем

< ~g, ~u >0= l(S−1~g) (18)

Из (15), (16) вытекает неравенство

|l(S−1~g)| ≤ c1‖~g‖(Xl)′ , (19)

где постоянная c1 не зависит от ~g ∈ {S~v, ~v ∈ Ll} и

c1 = c(‖L−1f‖2W l + ‖u0‖2L2,g(G+(0)) + ‖uT ‖2L2,g(G−(T )))
1/2.
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Таким образом, правая часть в (18) представляет собой линейный непрерывный
функционал, заданный на линеале M0 = {S~v, ~v ∈ L} ⊂ (Xl)′ и, следовательно,
в силу (19) на его замыкании в пространстве (X l)′. По теореме Хана–Банаха
его можно продолжить на все пространство (X l)′ с сохранением нормы. Тогда
найдется вектор ~u = (u(x, t), ũ0, ũT ) ∈ X l такой, что

< ~g, ~u >= l(S−1~g) (~g ∈ M0),

причем
(‖u‖2W l + ‖ũ0‖2F0

+ ‖ũT ‖2G0
) ≤

≤ c2(‖f‖2W l,0(X′
1)

+ ‖u0‖2L2,g(G+(0)) + ‖uT ‖2L2,g(G−(T ))). (20)

Таким образом, найдется вектор ~u ∈ X l такой, что выполнено (18). Покажем,
что Mu = f . Интегрируя по частям в (17) где v ∈ C∞0 (0, T ;X1), мы придем к
равенству

< gut, L
lv > +

T∫

0

a(u, Llv) dt =< f,Llv >

Возьмем ψ ∈ C∞0 (0, T ; X1) и воспользуемся леммой. Найдем функцию v0 ∈
W 2l,2l(X1) такую, что Llv0 = ψ. Воспользовавшись плотностью класса
C∞0 (0, T ; X1) в W 2l,2l(X1), мы можем перейти к пределу и заключить, что

< gut, ψ > +

T∫

0

a(u, ψ) dt =< f, ψ >, ∀ψ ∈ C∞0 (0, T ; X1).

Из этого равенства вытекает, что gut ∈ W l,0(X ′
1), поскольку оставшиеся слагае-

мые оцениваются через c(‖u‖W l,0(X1)+‖f‖W l,0(X′
1)

)‖ψ‖W l,0(X1). Отсюда уже легко
заключить, что u ∈ W l. Возьмем в (17) v ∈ H (~v = (v, v(x, 0), v(x, T ))). В силу
равенства Mu = f (в пространстве L2(0, T ;X ′

1)) и определения формы E(v, u),
получим

− < vt, gu > − < v, gtu > + < v,Lu > +(v(x, T ), ũT )G0 + (v(x, 0), ũ0)F0 =

=< v, f > +
∫

G+(0)

v(x, 0)g(x, 0)u0(x) dx−
∫

G−(T )

v(x, T )g(x, T )uT (x) dx (21)

при T < ∞ и

− < vt, gu > − < v, gtu > + < v, Lu > −
∫

G−(0)

g(x, 0)v(x, 0)ũ0(x) dx =

=< v, f > +
∫

G+(0)

v(x, 0)g(x, 0)u0(x) dx (22)

при T = ∞. Возьмем в качестве функции v функцию из C∞(Q) такую, что
v(x, 0) = ϕ(x) ∈ C∞0 (G), supp ϕ ∈ G+(0) ∪ G−(0), v(x, T ) = ψ(x) ∈ C∞0 (G),
supp ψ ∈ G+(T ) ∪ G−(T ). Интегрируя по частям в (21) ((22)) (интегрирование
проводим на гладких функциях из класса H (см. леммы 1, 2 в [12]) и затем
осуществляем предельный переход), получим

∫

G

g(x, T )ψ(x)(u(x, T )− χ+
T (x)ũT (x)− χ−T (x)uT (x)) dx−
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−
∫

G

g(x, 0)ϕ(x)(u(x, 0)− χ−0 (x)ũ0(x)− χ+
0 (x)u0(x)) dx = 0

Отсюда имеем равенства

u(x, T ) = χ+
T (x)ũT (x) + χ−T (x)uT (x), u(x, 0) = χ−0 (x)ũ0(x) + χ+

0 (x)u0(x),

т.е. функция u удовлетворяет (2).

Замечание. Полученное решение удовлетворяет оценке (20), где ũ0 = u(x, 0),
ũT = u(x, T ).

Рассмотрим вопрос о существовании более гладких решений задачи (1)–(3).

Теорема 3. Пусть выполнены условия (a)–(d) при некотором l ≥ 1 и до-
полнительно коэффициенты ai,j ∈ Cl([0, T ];C1(G)) (i, j = 1, 2, . . . , n) и функция
σ(x, t) ∈ Cl([0, T ];C1(Γ)). Тогда для каждых f ∈ W l,0(X ′

1) ∩ W l−1,−1(L2(G)),
u0 ∈ L2,g(G+(0)), uT ∈ L2,g(G−(T )) (если T < ∞) существует решение u(x, t)
задачи (1)–(3) из пространства W l, причем такое, что

√
ϕiu

(i−1) ∈ L2(0, T ; W 2
2 (G)) (i ≤ l),

√
ϕiu

(i) ∈ L2(0, T ; W 1
2 (G)) (i ≤ l),

√
ϕlgu(l) ∈ L2(Q),

√
ϕl(gu(l))t ∈ L2(0, T ; X ′

1),

u(x, 0) ∈ F0, u(x, T ) ∈ G0. При этом уравнение (1) выполняется п.в. в Q, а краевые
условия при t = 0, t = T принимаются в том же смысле, что и в теореме 1.

Доказательство. Доказательство состоит в изучении свойств обобщенных
решений, полученных в теореме 2. Действительно, пусть u — обобщенное ре-
шение, полученное в теореме 2. Тогда из теорем вложения, получим что функ-
ция √

ϕ1gut ∈ L2(Q). Таким образом, функция u будет обобщенным решени-
ем эллиптической задачи Lu = f − gut = f1,

√
ϕ1f1 ∈ L2(Q), B1u|Γ = 0. Из

предположений вытекает, что обобщенное решение совпадает с регулярным, т.е.√
ϕ1u ∈ L2(0, T ;W 2

2 (G)) (см. [14, 16]). Следовательно, уравнение (1) выполняет-
ся п.в. в Q. Далее, доказательство можно провести по индукции. Приведем его
идею. Имеем, что

T∫

0

a(u, v) dt =< f − gut, v >, v ∈ C∞0 (0, T ; X1).

Взяв в этом равенстве в качестве функции v функцию vt и проинтегрировав по
частям, мы придем к равенству

T∫

0

a(ut − Φ, v) dt =< (f − gut)t, v > − < LΦ, v > − < Ltu, v >,

где √ϕ1Φ ∈ L2(0, T ;W 2
2 (G)), B1Φ|Γ = −B1tu|Γ, символы B1t, Lt обозначают диф-

ференциальные операторы B1 и L, коэффициенты которого продифференцирова-
ны по t (в случае условий Дирихле B1t ≡ 0). Функция Φ строится с использовани-
ем обычных теорем о продолжении граничных данных внутрь области (см. [17]).
Получим, что функция ut −Φ есть решение обобщенное решение эллиптической
задачи L(ut − Φ) + gt(ut − Φ) = ft − gutt − gtΦ − LΦ − Ltu = f2, B1(ut − Φ)|Γ =
0, причем √

ϕ2f2 ∈ L2(Q). В силу условий на коэффициенты заключаем, что√
ϕ2(ut − Φ) ∈ L2(0, T ; W 2

2 (G)). Таким образом, √ϕ2ut ∈ L2(0, T ; W 2
2 (G)). Повто-

ряя рассуждения, мы придем к тому, что функция √ϕiu
(i−1) ∈ L2(0, T ; W 2

2 (G))
при i ≤ l.
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Перейдем к вопросам регулярности обобщенных решений.

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 1 и u(x, t) — обобщенное
решение задачи (1)–(3). Предположим, что условия теоремы 2 или теоремы 3
выполнены на некотором интервале (δ,R) ⊂ (0, T ). Тогда для любой функции
ψ(t) ∈ C∞0 (δ,R) функция uψ принадлежит указанным в этих теоремах классам
гладкости.

Доказательство Утверждение вытекает из того факта, что мы можем про-
должить коэффициенты оператора L и граничного оператора B1 на весь интер-
вал (0, T ) с сохранением гладкости и с выполнением всех необходимых условий.
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