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К СЛУЧАЯМ РАЗРЕШИМОСТИ
ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

В ТЕРМИНАХ СПЕЦИАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ

В. И. Жегалов

Речь идет о получении для коэффициентов уравнения

uxy + aux + buy + cu = f (1)

и двух его пространственных аналогов условий, позволяющих записать общие
представления решений с помощью цилиндрических и гипергеометрических функ-
ций.

1. Если для уравнения известна функция Римана, то решение задачи Гурса
[1, с. 66; 2; 3; 4, с. 28; 49–51] можно рассматривать как указанное общее пред-
ставление. Имеются обзоры [5, 6] вариантов, когда функцию Римана удается
построить. Здесь предлагаются новые результаты в этом направлении

Остановимся сначала на уравнении (1), предполагая, что существуют ax, by

и при этом в рассматриваемой области a, b, c, ax, by, f ∈ C. Функция Римана v
для (1) удовлетворяет [7] интегральному уравнению

v(x, y) =

x∫

t

y∫

τ

Γ(ξ, η, x, y)h(ξ, η)v(ξ, η)dηdξ + Γ(t, τ, x, y), (2)

Γ(x, y, t, τ) = exp
( τ∫

y

a(x, η)dη +

t∫

x

b(ξ, τ)dξ
)
, h = ax + ab− c.

Обозначим

α(x, y) =

y∫

y0

a(x, η)dη, β(x, y) =

x∫

x0

b(ξ, y)dξ, (3)

где (x0, y0) — любая фиксированная точка рассматриваемой области, и предпо-
ложим, что разность α и β имеет структурное представление

α(x, y)− β(x, y) = m(x) + n(y). (4)

Тогда (2) можно переписать в форме

v(x, y) =

x∫

t

y∫

τ

N(x, y)M(ξ, η)h(ξ, η)v(ξ, η)dηdξ + M(t, τ)N(x, y), (5)

M(ξ, η) = exp
(
m(ξ)− α(ξ, η)

)
, N(x, y) = exp

(
n(y) + β(x, y)

)
.
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Вводя новую искомую функцию v1 = M(x, y)v(x, y) и учитывая, что в силу (4)
M(x, y)N(x, y) ≡ 1, преобразуем (5) к виду

v1(x, y) =

x∫

t

y∫

τ

h(ξ, η)v1(ξ, η)dηdξ + M(t, τ). (6)

Уравнение (6) равносильно задаче Гурса

v1xy − h(x, y)v1 = 0, v1(x, τ) = v1(t, y) = M(t, τ),

которую можно решить в явном виде, если h имеет представление h = −ϕ(x)ψ(y).
В самом деле, известно [8], что в данном случае функция Римана Ω совпада-

ет с цилиндрической функцией (Бесселя) J0(ω) при ω = 2
( x∫

t

ϕ(ξ)dξ
y∫
τ

ψ(η)dη
) 1

2
.

Поэтому, пользуясь формулой решения задачи Гурса [1, с. 66], находим v1 =
Ω(x, y, t, τ)M(t, τ). Учитывая связь между v1, v и обозначения (3), вычисляем
отсюда

v = J0

[
2
( x∫

t

ϕ(ξ)dξ

y∫

τ

ψ(η)dη
) 1

2
]
exp

( y∫

τ

a(t, η)dη +

x∫

t

b(ξ, y)dξ
)
. (7)

Если принять во внимание, что в силу (3) представление (4) обеспечивается
тождеством ax ≡ by, то полученный результат может быть сформулирован сле-
дующим образом: при условиях ax ≡ by, c− ab− ax ≡ ϕ(x)ψ(y) функция Римана
для уравнения (1) дается формулой (7).

В силу тождества ax ≡ by показатель экспоненты в (7) можно рассматривать
как криволинейный интеграл, не зависящий от пути, соединяющего точки (t, τ)
и (x, y). Поэтому, например,

y∫

τ

a(t, η)dη +

x∫

t

b(ξ, y)dξ ≡
y∫

τ

a(x, η)dη +

x∫

t

b(ξ, τ)dξ,

откуда следует возможность записать (7) в иной форме.
Заметим, что (7) является обобщением формулы (21) из [7]: там a = a1(y)+λx,

b = b1(x) + λy, λ = const (см. также [4, сс. 17, 18]).
Обратимся теперь к трехмерному уравнению

uxyz + auxy + buyz + cuxz + dux + euy + fuz + gu = F (8)

с коэффициентами из C, причем существуют и принадлежат тому же классу axy,
byz, cxz, dx, ey, fz. Только что изложенную схему рассуждений при определенном
изменении ее элементов можно распространить на случай уравнения (8).

Аналогичное (2) интегральное уравнение для функции Римана v выведено
в [9] при дополнительных предположениях ax + ab − e ≡ 0, cx + bc − f ≡ 0,
ay + ac− d ≡ 0 и имеет вид

v(x, y, z) = Γ(t, τ, σ, x, y, z)−

−
x∫

t

y∫

τ

z∫

σ

Γ(λ, µ, ν, x, y, z)h(λ, µ, ν)v(λ, µ, ν)dνdµdλ, (9)
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Γ(x, y, z, t, τ, σ) = exp
( t∫

x

b(ξ, y, z)dξ +

τ∫

y

c(t, η, z)dη +

σ∫

z

a(t, τ, ζ)dζ
)
,

h = dx + bd− g.

Структурные формулы, играющие роль (4), можно задать соотношениями

α(x, y, z)− γ(x, y, z) = m(x) + n(z),
γ(x, y, z)− β(x, y, z) = p(x) + q(y),
β(x, y, z)− α(x, y, z) = r(y) + s(z),

(10)

где

α(x, y, z) =
z∫

z0

a(x, y, ζ)dζ, β(x, y, z) =
y∫

y0

c(x, η, z)dη,

γ(x, y, z) =
x∫

x0

b(ξ, y, z)dξ,
(11)

(x0, y0, z0) — произвольная фиксированная точка рассматриваемой области. Ана-
логом уравнения (5) является

v(x, y, z) = A(x, y, z)B(t, τ, σ)−

−
x∫

t

y∫

τ

z∫

σ

A(x, y, z)B(λ, µ, ν)h(λ, µ, ν)v(λ, µ, ν)dνdµdλ, (12)

A(x, y, z) = exp
(
α(x, y, z)−m(x)− q(y)− n(z)− s(z)

)
,

B(λ, µ, ν) = exp
(
−α(λ, µ, ν)− p(λ)− r(µ)

)
.

С помощью замены v1 = B(x, y, z)v(x, y, z) (12) редуцируется к уравнению

v1(x, y, z) = B(t, τ, σ)−
x∫

t

y∫

τ

z∫

σ

h(λ, µ, ν)v1(λ, µ, ν)dνdµdλ,

эквивалентному задаче

v1xyz + h(x, y, z)v1 = 0, v1

∣∣
x=t

= v1

∣∣
y=τ

= v1

∣∣
z=σ

= B(t, τ, σ), (13)

решаемой в замкнутой форме, если h = ϕ(x)ψ(y)θ(z). В этом случае функция
Римана Ω есть [6, с. 6] обобщенная гипергеометрическая [10, с. 183] функция

0F2(1, 1; ω) при ω =
x∫
t

ϕ(ξ)dξ
y∫
τ

ψ(η)dη
z∫
σ

θ(ζ)dζ. Поэтому на основании формулы

из [2] получаем решение задачи (13) в виде v1 = Ω(x, y, z, t, τ, σ)B(t, τ, σ). Отсюда
выводим

v = 0F2

(
1, 1;

x∫

t

ϕ(ξ)dξ

y∫

τ

ψ(η)dη

z∫

σ

θ(ζ)dζ
)

exp
( x∫

t

b(ξ, y, z)dξ+

+

y∫

τ

c(t, η, z)dη +

z∫

σ

a(t, τ, ζ)dζ
)
. (14)

Подводя итог, сформулируем результат: при условиях by ≡ cx, bz ≡ ax, cz ≡
ay, ax + ab − e ≡ 0, cx + bc − f ≡ 0, ay + ac − d ≡ 0, dx + bd − g ≡ ϕ(x)ψ(y)θ(z)
функция Римана для уравнения (8) дается формулой (14).
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Здесь учтено, что первыми тремя тождествами в силу (11) обеспечивают-
ся представления (10). Эти же тождества позволяют рассматривать показатель
экспоненты в (14) как криволинейный интеграл, не зависящий от пути. Отсюда
следует возможность изменять данный показатель на основе соотношений:

x∫

t

b(ξ, y, z)dξ +

y∫

τ

c(t, η, z)dη +

z∫

σ

a(t, τ, ζ)dζ ≡

≡
x∫

t

b(ξ, τ, σ)dξ +

y∫

τ

c(x, η, z)dη +

z∫

σ

a(x, τ, ζ)dζ ≡

≡
x∫

t

b(ξ, τ, σ)dξ +

y∫

τ

c(x, η, σ)dη +

z∫

σ

a(x, y, ζ)dζ ≡

≡
x∫

t

b(ξ, τ, z)dξ +

y∫

τ

c(x, η, z)dη +

z∫

σ

a(t, τ, ζ)dζ ≡

≡
x∫

t

b(ξ, y, z)dξ +

y∫

τ

c(t, η, σ)dη +

z∫

σ

a(t, y, ζ)dζ ≡

≡
x∫

t

b(ξ, y, σ)dξ +

y∫

τ

c(t, η, σ)dη +

z∫

σ

a(x, y, ζ)dζ.

В [9] был выведен частный случай формулы (14), когда a, b, c есть соответ-
ственно функции лишь от z, x, y с добавлением к каждой из них константы δ,
умноженной на остающуюся пару аргументов.

2. Расширить область применения результатов предыдущего пункта позволя-
ет процедура понижения порядка уравнений, сохраняющая их принадлежность
к рассматриваемому типу.

Снова возьмем уравнение (8) и отвечающие ему конструкции [2]: h1 = ax +
ab − e, h2 = ay + ac − d, h3 = by + bc − f , h4 = bz + ab − e, h5 = cx + bc − f ,
h6 = cz + ac − d, h7 = dx + bd − g, h8 = ey + ce − g, h9 = fz + af − g. Введем
функции

u1 = uyz + auy + cuz + du, u2 = uxz + aux + buz + eu,
u3 = uxy + cux + buy + fu.

(15)

С их помощью уравнение (8) можно записать в формах:

u1x + bu1 = h1uy + h5uz + h7u + F,
u2y + cu2 = h2ux + h3uz + h8u + F,
u3z + au3 = h4uy + h6ux + h9u + F.

(16)

Эти формулы можно проверить непосредственным вычислением. Например, для
получения первой из них достаточно записать левую часть уравнения (8) в виде

∂

∂x
(uyz + auy + cuz + du) + (e− ax)uy + (f − cx)uz + (g − dx)u + buyz,

учесть, что первое слагаемое здесь есть ∂u1/∂x и еще заменить в последнем сла-
гаемом uyz ее значением из (151). Аналогично получаются оставшиеся две фор-
мулы (16). Заметим, что соотношения (16) были анонсированы в [11].
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Из (15)–(16) видно, что если выполнена хотя бы одна из трех групп тождеств

h1 ≡ h5 ≡ h7 ≡ 0, h2 ≡ h3 ≡ h8 ≡ 0, h4 ≡ h6 ≡ h9 ≡ 0, (17)

то порядок уравнения (8) может быть понижен на единицу. Действительно, в этих
случаях уравнения (16) решаются в квадратурах относительно хотя бы одной из
функций u1, u2, u3. Например, при (171) имеем

u1 = ω1(y, z) exp

x0∫

x

b(ξ, y, z)dξ +

x∫

x0

[
exp

ξ∫

x

b(ξ1, y, z)dξ1

]
F (ξ, y, z)dξ,

где ω1(y, z) — произвольная непрерывная вместе с ω1y, ω1z, ω1yz функция.
Уравнения (15) с искомой функцией u относятся к виду (1). К каждому из

них можно применить утверждение из п. 1, относящееся к этому уравнению. В
результате получается три набора условий, каждый из которых дает возмож-
ность получить общее представление решений уравнения (8). Например, набор,
связанный с (151) состоит из (171) и

ay ≡ cz, h2 ≡ ϕ1(x, y)ψ1(x, z), (18)

где ϕ1, ψ1 — непрерывные функции. Понятно, что ϕ1, ψ1 нельзя считать произ-
вольными: они просто характеризуют структуру h2. Функция Римана для (151)
есть

J0

[
2
( τ∫

y

ϕ1(x, τ)dτ

z∫

ζ

ψ1(x, ζ)dζ
) 1

2
]
exp

( z∫

ζ

a(t, τ, ζ)dζ +

y∫

τ

c(x, η, z)dη
)
. (19)

Общее представление решений, очевидно, будет содержать произвольную функ-
цию ω1(y, z) и еще два граничных значения задачи Гурса, которые рассматрива-
ются как произвольные функции.

Аналогичная ситуация будет в случаях (152), (153). Наборы типа (18) здесь
получаются соответственно добавлением к (172) или (173) тождеств ax ≡ bz,
h1 ≡ ϕ2(x, y)ψ2(y, z), или cx ≡ by, h5 ≡ ϕ3(x, z)ψ3(y, z). Формулы, играющие
роль (19), тоже легко записываются.

Заметим, что каждый из трех обсуждаемых наборов содержит пять тождеств,
в то время как набор условий, указанный в п. 1 для построения функции Римана
уравнения (8), состоит из семи тождеств.

Рассмотрим кратко еще четырехмерный аналог уравнений (1), (8) [3; 4, с. 46;
12]:

uxyzt + auxyz + buxyt + cuxzt + duyzt + euxy + fuxz + guxt+
+huyz + kuyt + suzt + mux + nuy + puz + qut + ru = G (20)

с коэффициентами из C, причем у каждого коэффициента существует и принад-
лежит тому же классу та частная производная, которая берется в соответствую-
щем слагаемом от u: axyz, bxyt, . . ., qt, r, G ∈ C.

Роль h1, . . ., h9 здесь играют конструкции σ1 = az + ab − e, σ2 = bt + ab − e,
σ3 = ay +ac−f , σ4 = ct +ac−f , σ5 = ax +ad−h, σ6 = dt +ad−h, σ7 = by + bc−g,
σ8 = cz +bc−g, σ9 = bx+bd−k, σ10 = dz +bd−k, σ11 = cx+cd−s, σ12 = dy +cd−s,
σ13 = ex + de − n, σ14 = hz + bh − n, σ15 = kt + ak − n, σ16 = ey + ce − m,
σ17 = gt + ag − m, σ18 = fz + bf − m, σ19 = fx + df − p, σ20 = hy + ch − p,
σ21 = st + as − p, σ22 = gx + dg − q, σ23 = ky + ck − q, σ24 = sz + bs − q,
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σ25 = ny + cn − r, σ26 = mx + dm − r, σ27 = pz + bp − r, σ28 = qt + aq − r. Если
обозначить

u1 = uyzt + auyz + buyt + cuzt + gut + euy + fuz + mu,
u2 = uxzt + auxz + buxt + duzt + kut + eux + huz + nu,
u3 = uxyt + auxy + cuxt + duyt + fux + huy + sut + pu,
u4 = uxyz + buxy + cuxz + duyz + gux + kuy + suz + qu,

(21)

то уравнение (20) можно представить в формах:

u1x + du1 = σ5uyz + σ9uyt + σ11uzt + σ13uy + σ19uz + σ22ut + σ26u + G,
u2y + cu2 = σ3uxz + σ7uxt + σ12uzt + σ16ux + σ20uz + σ23ut + σ25u + G,
u3z + bu3 = σ1uxy + σ8uxt + σ10uyt + σ14uy + σ18ux + σ24ut + σ27u + G,
u4t + au4 = σ2uxy + σ4uxz + σ6uyz + σ15uy + σ17ux + σ21uz + σ28u + G.

(22)

Подобно (16), соотношения (22) можно подтвердить непосредственным вычисле-
нием. Очевидно, в случае тождественного обращения в нуль всех σk, стоящих
в какой-либо формуле из (22), функция um из этой же формулы определяется
в квадратурах, а соответствующее уравнение в (21) приобретает вид (8). Далее
остается воспользоваться либо рассуждениями из п. 1, либо из п. 2. В первом
случае мы получим набор из семи тождеств, а во втором — три набора по пять
тождеств. Ясно, что общее количество наборов, выписываемых для всех случа-
ев (21), определяет 16 вариантов условий, обеспечивающих отыскание общего
представления решений уравнения (20).
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