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О ПЕРВОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ
ДЛЯ ОДНОГО УРАВНЕНИЯ ШЕСТОГО ПОРЯДКА

Н. А. Чуешева

В работе исследована разрешимость первой краевой задачи для составного диф-
ференциального уравнения шестого порядка.

В 1933 г. Ж. Адамар обратил внимание на изучение уравнений с частны-
ми производными составного типа, то есть таких уравнений, которые в каж-
дой точке рассматриваемой области наряду с комплексными характеристически-
ми направлениями имеют и действительные характеристические направления.
Уравнения составного типа имеют большое прикладное значение. Например, в
работе С. Л. Соболева [1] была предложена математическая модель малых ко-
лебаний вращающейся идеальной жидкости, которая описывается уравнением
∂2

∂t24u + ∂2u
∂z2 = 0. В работе А. А. Тикиляйнен [2] изучалась начально краевая

задача для уравнения подобного типа, которое описывает вращение жидкости
с течением. В работе Н. А. Чуешевой [3] найдены условия на коэффициенты
при смешанных производных третьего порядка, при выполнении которых имеют
место теоремы существования и единственности регулярного решения краевой
задачи для уравнения составного типа четвёртого порядка. В данной работе по-
лучены аналогичные условия на коэффициенты уравнения составного типа ше-
стого порядка при производных пятого порядка.

Вопросами разрешимости краевых задач для уравнений составного типа за-
нимались многие авторы. Например, А. И. Кожанов [4], И. А. Шишмарёв [5],
и другие авторы. Обобщением краевой задачи для уравнения С. Л. Соболева
является следующая задача.

В области Q = {(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym, z1, . . . , zg) : 0 < xi < 1, 0 < yj < 1, 0 <
zk < 1, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m, k = 1, . . . , g} с границей Γ рассмотрим уравнение

Lu ≡ 4x4y4zu +
n∑

p=1

m∑

i,j=1

g∑

l,k=1

apijlk(x, y, z)uxpyiyjzlzk

+ a(x, y)4zu + b(x, z)4yu + c(x, y, z)u = f(x, y, z). (1)

Предположим, что коэффициенты оператора L принадлежат пространству
C5(Q).

Краевая задача. Найти решение уравнения (1) в области Q удовлетворяю-
щее краевому условию

u|Γ = 0. (2)

Через H обозначим пространство, полученное замыканием пространства функ-
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ций из C5(Q), удовлетворяющих граничному условию (2) по норме

‖u‖2H = ‖u‖2W 2
2

+
∫

Q

( n∑
p=1

m∑

j=1

g∑

k=1

u2
xpyjzk

+
n∑

p=1

m∑

i,j=1

g∑

l,k=1

u2
xpyiyjzlzk

+
n∑

p,r=1

m∑

i,j=1

g∑

l,k=1

u2
xpxryiyjzlzk

)
dQ.

Теорема 1. Пусть правая часть уравнения (1) f(x, y, z) ∈ L2(Q) и для коэф-
фициентов этого уравнения выполнены условия:

1. apijlk(x, y, z) ∈ C5(Q) (p = 1, . . . , n, i, j = 1, . . . , m, l, k = 1, . . . , g), a(x, y),
b(x, z), c(x, y, z) ∈ C3(Q);

2. коэффициенты a(x, y) > 0, b(x, z) > 0 и достаточно большие;

3.
m∑

i=1

g∑
l=1

(
max

Q
|

n∑
p=1

apijlkxp | + max
Q

|
n∑

p=1
apjiklxp |

)
< (1 − ε)4nπ2, j = 1, . . . ,m,

k = 1, . . . , g, ε > 0 и достаточно мало;
4. apijlk(x, y, z) = −apjilk(x, y, z) при yi = 0, yi = 1, i 6= j; apijlk(x, y, z) =

−apijkl(x, y, z) при zl = 0, zl = 1, l 6= k (p = 1, . . . , n, i, j = 1, . . . ,m, l, k = 1, . . . , g).
Тогда решение краевой задачи (2) для уравнения (1) существует и единствен-

но в пространстве H.

Доказательство. Интегрированием по частям с использованием граничных
условий и мультипликативных неравенств в скалярных произведениях (Lu, u),
(Lu,4xu), (Lu,4yu), (Lu,4zu), (Lu,4y4zu), (Lu,4x4y4zu), получим априор-
ную оценку для нормы ‖u‖H , из которой следует единственность решения постав-
ленной задачи. Методом Фаэдо – Галёркина доказывается существование краевой
задачи (2) для уравнения

L0u ≡ 4x4y4zu + a(x, y)4zu + b(x, z)4yu = f(x, y, z). (1′)

Приближённое решение задачи (1′), (2) ищем в виде

up(x, y, z) =
p∑

j=1

gjp(y, z)ωj(x),

где {ωj(x)}∞j=1 — ортонормированная система собственых функций оператора Ла-
пласа 4x. Существование решения задачи (1), (2) доказывается методом продол-
жения по параметру. Для этого рассматривается семейство дифференциальных
уравнений

Lτuτ ≡ (1− τ)L0uτ + Luτ = f(x, y, z), τ ∈ [0, 1]

с краевым условием uτ |Γ = 0.
Теорема доказана.

Если коэффициенты уравнения (1) a(x, y) = b(x, z) = 0, то верна теорема

Теорема 2. Пусть правая часть уравнения (1) f(x, y, z) ∈ L2(Q) и для коэф-
фициентов этого уравнения выполнены условия:

1. apijlk(x, y, z) ∈ C5(Q) (p = 1, . . . , n, i, j = 1, . . . , m, l, k = 1, . . . , g), c(x, y, z) ∈
C3(Q);

2. коэффициент −c(x, y, z) > 0 и достаточно большой;
3. apijlkzk

(x, y, z) = −apjilkzk
(x, y, z), apijlkyj (x, y, z) = −apijklyj (x, y, z) (p =

1, . . . , n, i, j = 1, . . . ,m, l, k = 1, . . . , g);
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4. apijlk(x, y, z) = −apjilk(x, y, z) при yi = 0, yi = 1, i 6= j; apijlk(x, y, z) =
−apijkl(x, y, z) при zl = 0, zl = 1, l 6= k; (p = 1, . . . , n, i, j = 1, . . . , m, l, k = 1, . . . , g);

5.
m∑

i=1

g∑
l=1

(
max

Q
|

n∑
p=1

apijlkxp
| + max

Q
|

n∑
p=1

apjiklxp
|
)

< (1 − ε)4nπ2, j = 1, . . . ,m,

k = 1, . . . , g, ε > 0 и достаточно мало.
Тогда решение краевой задачи (2) для уравнения (1) существует и единствен-

но в пространстве H.
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