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О ЗАДАЧАХ ИДЕНТИФИКАЦИИ
ДВУХ КОЭФФИЦИЕНТОВ ОДНОМЕРНОГО ПОЛУЛИНЕЙНОГО

ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

Ю. Я. Белов, И. В. Фроленков

В работе рассмотрена задача идентификации функции источника и коэффи-
циента при нелинейном члене и задача идентификации коэффициентов при
производной по времени и нелинейном члене для одномерного полулинейного
параболического уравнения с нелинейностью достаточно общего вида. В случае
первой и второй краевых задач доказана однозначная классическая разреши-
мость указанных задач в “малом” в классе достаточно гладких, ограниченных
вместе с соответствующими производными функций. В случае задачи Коши
вопросы идентификации двух коэффициентов полулинейного параболического
уравнения изучены в [1, 2]. Некоторые задачи идентификации двух коэффици-
ентов см. в [3–6]. Случаи краевых задач также рассматривались в [7].

1. Идентификация функции источника и
коэффициента при нелинейном члене

Рассмотрим в области G[0,T ] = {(t, x, z)| 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ x ≤ π} первую
краевую задачу

ut(t, x) = uxx(t, x) + λ1(t)M(t, u(t, x)) + λ2(t)f(t, x), (1)

u(0, x) = u0(x), (2)

u(t, 0) = u(t, π) = 0. (3)

Здесь функции M(t, y), u0(x), f(t, x) действительнозначные и заданы в [0, T ]×
E1, E1 и [0, T ]× E1 соответственно, E1 — одномерное евклидово пространство.

Функции λ1(t), λ2(t) подлежат определению одновременно с решением u(t, x)
задачи (1)–(3), удовлетворяющим условиям переопределения

u(t, a) = ϕ1(t), ux(t, a) = ϕ2(t) (4)

для некоторой фиксированной точки 0 < a < π.
Считаем выполненными условия согласования

u0(a) = ϕ1(0),
∂

∂x
u0(a) = ϕ2(0). (5)

Предположим, что функция M(t, y) достаточно гладкая (имеет все непрерыв-
ные производные, входящие в следующее ниже соотношение) и

|M (j)(t, y)| ≤ M0(1 + |y|p), j = 0, 1, . . . , 5, 0 ≤ t ≤ T, y ∈ E1.
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Здесь M0 — постоянная, p ≥ 1 — целое,

M (j)(t, y) =
∂j

∂yj
M(t, y), M (0)(t, y) = M(t, y).

Пусть при 0 ≤ t ≤ T

|∆(t)| ≥ δ > 0, δ − const, (6)

где
∆(t) = M(t, ϕ1(t))fx(t, a)−M (1)(t, ϕ1(t))ϕ2(t)f(t, a).

Относительно входных данных предполагаем, что они достаточно гладкие
(имеют все непрерывные производные, входящие в следующие ниже соотноше-
ния) и при (t, x) ∈ G∗[0,T ] = {(t, x) | 0 ≤ t ≤ T, x ∈ E1}
∣∣∣ di

dti
ϕ1(t)

∣∣∣+
∣∣∣ di

dti
ϕ2(t)

∣∣∣+
∣∣∣ dj

dxj
u0(x)

∣∣∣+
∣∣∣ ∂j

∂xj
f(t, x)

∣∣∣ ≤ C, i = 0, 1, j = 0, . . . , 5. (7)

Функции u0(x) и f(t, x) нечетным образом продолжаются по переменной x
на E1

u0(x) =
∞∑

k=0

αk sin kx, f(t, x) =
∞∑

k=0

βk(t) sin kx, αk − const, βk(t) ∈ C[0, T ].

(8)
Считаем, что постоянная C > 1.

Также предполагаем, что справедливо следующее условие при (t, x) ∈ G∗[0,T ]

M(t, v(t, x)) =
∞∑

k=0

Mk(t) sin kx (9)

для любых v(t, x) таких, что

v(t, x) =
∞∑

k=0

vk(t) sin kx.

Здесь коэффициенты Mk(t) могут быть различны и зависят от выбора функции
v(t, x).

Используя условия переопределения (4), найдем выражение неизвестных ко-
эффициентов через решение u(t, x)

λ1(t) =
(ϕ1t − uxx|x=a)fx(t, a)− (ϕ2t − uxxx|x=a)f(t, a)
M(t, ϕ1(t))fx(t, a)−M (1)(t, ϕ1(t))ϕ2(t)f(t, a)

,

λ2(t) =
−(ϕ1t − uxx|x=a)M (1)(t, ϕ1)ϕ2 + (ϕ2t − uxxx|x=a)M(t, ϕ1)

M(t, ϕ1(t))fx(t, a)−M (1)(t, ϕ1(t))ϕ2(t)f(t, a)
.

Перепишем выражения для коэффициентов в следующем виде

λ1(t) = A1 + A2uxx|x=a + A3uxxx|x=a, λ2(t) = B1 + B2uxx|x=a + B3uxxx|x=a.

Здесь

A1(t) =
ϕ1tfx|x=a − ϕ2tf |x=a

∆(t)
, A2(t) =

−fx|x=a

∆(t)
, A3(t) =

f |x=a

∆(t)
,
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B1(t) =
ϕ2tM(t, ϕ1)− ϕ1tM

(1)(t, ϕ1)ϕ2

∆(t)
, B2(t) =

M (1)(t, ϕ1)ϕ2

∆(t)
,

B3(t) =
−M(t, ϕ1(t))

∆(t)

— известные функции.
Рассмотрим теперь в G∗[0,T ] прямую задачу Коши, которая получается из (1),

(2) заменой функций u0(x) и f(t, x) на их продолжения нечетным образом на всю
числовую ось по x (обозначения продолжений оставим прежними).

ut = uxx + [A1(t) + A2(t)uxx(t, a) + A3(t)uxxx(t, a)] M(t, u)+
+ [B1(t) + B2(t)uxx(t, a) + B3(t)uxxx(t, a)] f(t, x), (10)

u(0, x) = u0(x), x ∈ E1. (11)

Теперь расщепим данную задачу (см. [8, 9]) и линеаризуем ее сдвигом по
времени на (t− τ

3 ) на втором и третьем дробных шагах

uτ
t = 3uτ

xx(t, x), nτ < t ≤
(
n +

1
3

)
τ, (12)

uτ
t = 3Rτ

1(t)M(t, uτ (t− τ

3
, x)),

(
n +

1
3

)
τ < t ≤

(
n +

2
3

)
τ, (13)

uτ
t = 3Rτ

2(t)f(t, x),
(
n +

2
3

)
τ < t ≤ (n + 1)τ, (14)

uτ |t=0 = u0(x), x ∈ E1. (15)

Здесь n = 0, 1, . . . , N − 1, τN = T , uτ = uτ (t) = uτ (t, x),

Rτ
1(t) = A1(t) + A2(t)uτ

xx(t− τ

3
, a) + A3(t)uτ

xxx(t− τ

3
, a),

Rτ
2(t) = B1(t) + B2(t)uτ

xx(t− τ

3
, a) + B3(t)uτ

xxx(t− τ

3
, a).

Доказано, что для решения расщепленной задачи (12)–(15) uτ (t, x) справед-
ливы следующие равномерные по τ оценки при (t, x) ∈ G∗[0,t∗]

∣∣∣ ∂

∂t

∂k

∂xk
uτ (t, x)

∣∣∣ +
∣∣∣ ∂

∂x

∂k

∂xk
uτ (t, x)

∣∣∣ ≤ C, k = 0, 1, 2, 3,

здесь t∗ — некоторая постоянная, зависящая от констант a (см. (4)), δ (см. (6)) и
константы C, ограничивающей начальные данные (см. (7)), такая, что 0 < t∗ ≤ T .

Рассмотрим уравнение (12) с начальным условием (15). В силу (8) решение
данного уравнения при t ∈ (0, τ

3 ] представимо в виде

uτ (t, x) =
∞∑

k=0

αke−3k2t sin kx,

и, следовательно, uτ (t, 0) = uτ (t, π) = 0 при t ∈ (0, τ
3 ].

Рассмотрим уравнение (13) с начальным условием

uτ
(τ

3
, x

)
=

∞∑

k=0

αke−k2τ sin kx.
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Проинтегрируем уравнение (13) по временной переменной по отрезку ( τ
3 , t]. В

силу (9) решение на временном отрезке t ∈ ( τ
3 , 2τ

3 ] представимо в виде

uτ (t, x) =
∞∑

k=0

[
αke−k2τ +

t∫

τ
3

3Rτ
1(θ)Mk(θ) dθ

]
sin kx.

Cледовательно, uτ (t, 0) = uτ (t, π) = 0 при t ∈ (0, 2τ
3 ].

Аналогично, рассматривая третье уравнение, учитывая, что начальные дан-
ные uτ ( 2τ

3 ) — нечетная функция, представимая в виде разложения в ряд по си-
нусам, а также в силу (8) получим, что uτ (t, 0) = uτ (t, π) = 0 при t ∈ (0, τ ].

Проделывая аналогичные рассуждения на следующем целом временном шаге,
получим, что uτ (t, 0) = uτ (t, π) = 0 при t ∈ (0, 2τ ]. Через конечное число шагов

uτ (t, 0) = uτ (t, π) = 0 при t ∈ (0, t∗]. (16)

В силу теоремы Арцела о компактности некоторая подпоследовательность
uτk(t, x) последовательности uτ (t, x) решений задачи (12)–(15) сходится вместе
с производными по x до третьего порядка включительно к функции u(t, x) ∈
C1,3

t,x (G∗[0,t∗]), где

C1,3
t,x (G∗[0,t∗]) =

{
f(t, x)| f, ft ∈ C(G∗[0,t∗]),

∂k

∂xk
f ∈ C(G∗[0,t∗]), k = 0, 3

}
.

На основании одной теоремы метода слабой аппроксимации (см. [9] § 2.4) u(t, x)
есть решение задачи (10), (11). При (t, x) ∈ G∗[0,t∗] справедливо неравенство

∣∣∣ ∂k

∂xk
u(t, x)

∣∣∣ ≤ C, k = 0, 3.

В силу (16) для функции u(t, x) выполняется u(t, 0) = u(t, π) = 0 при t ∈ (0, t∗],
и, следовательно, в качестве решения исходной краевой задачи (1)–(3) можно
взять сужение на G[0,t∗] решения задачи Коши для уравнения (1) с начальными
данными, являющимися указанным в (8) продолжением функции u0(x), и усло-
виями переопределения (4).

Единственность решения исходной краевой задачи будет следовать из теоре-
мы единственности, доказанной для решения задачи Коши (см. [1, 2])

Имеют место следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть выполняются условия (4)–(9). Тогда существует решение
u(t, x), λ1(t), λ2(t) задачи (1)–(3) в классе

Z(t∗) = {u(t, x), λ1(t), λ2(t) | u ∈ C1,3
t,x (G[0,t∗]), λ1(t), λ2(t) ∈ C([0, t∗])},

удовлетворяющее соотношению

|λ1(t)|+ |λ2(t)|+
3∑

k=0

∣∣∣ ∂k

∂xk
u(t, x)

∣∣∣ ≤ C, (t, x) ∈ G[0,t∗], (17)

Теорема 2. Решение u(t, x), λ1(t), λ2(t) задачи (1)–(6), удовлетворяющее со-
отношению (17), единственно в классе Z(t∗).

Из теорем 1, 2 следует
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Теорема 3. Пусть выполняются условия (4)–(9). Тогда существует и един-
ственно решение u(t, x), λ1(t), λ2(t) задачи (1)–(3) в классе Z(t∗), удовлетво-
ряющее соотношению (17).

Замечание. В случае второй краевой задачи (1), (2), (18), где

ux(t, 0) = ux(t, π) = 0, (18)

при выполнении условий

u0(x) =
∞∑

k=0

αk cos kx, f(t, x) =
∞∑

k=0

βk(t) cos kx, αk − const, βk(t) ∈ C[0, T ],

(19)

M(t, v) =
∞∑

k=0

Mk(t) cos kx для любой v(t, x) =
∞∑

k=0

vk(t) cos kx, (20)

справедливы аналогичные теоремы.

2. Идентификация коэффициентов
при производной по времени и нелинейном члене

Рассмотрим в области G[0,T ] = {(t, x) | 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ x ≤ π} первую краевую
задачу

λ1(t)ut(t, x) = uxx + λ2(t)M(t, u(t, x)) + f(t, x), (21)

u(0, x) = u0(x). (22)

u(t, 0) = u(t, π) = 0. (23)

Функции M(t, y), u0(x), f(t, x) действительнозначные и заданы в [0, T ] × E1,
E1 и [0, T ]× E1 соответственно.

Функции λ1(t), λ2(t) подлежат определению одновременно с решением u(t, x)
задачи (21)–(23), удовлетворяющим условиям переопределения (4). Пусть выпол-
няются условия согласования (5).

Предположим, что функция M(t, y) достаточно гладкая (имеет все непрерыв-
ные производные, входящие в следующее ниже соотношение) и

|M (j)(t, y)| ≤ M0(1 + |y|p), j = 0, 1, . . . , 5, 0 ≤ t ≤ T, y ∈ E1,

при t ∈ [0, T ] выполняется условие

|D(t)| ≥ δ > 0, δ − const, (24)

где

D(t) =
d

dt
(ϕ1(t))M (1)(t, ϕ1(t))ϕ2(t)− d

dt
(ϕ2(t))M(t, ϕ1(t)).

Входные данные достаточно гладкие и удовлетворяют условиям (7) – (9).
Пусть также выполняется следующее условие при t ∈ [0, T ]

A1(t) + A2(t)
∂2

∂x2
u0(a) + A3(t)

∂3

∂x3
u0(a) ≥ δ, (25)

где

A1(t) =
f(t, a)M (1)(t, ϕ1)ϕ2 − fx(t, a)M(t, ϕ1)

D(t)
, A2(t) =

M (1)(t, ϕ1)ϕ2

D(t)
,
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A3(t) = −M(t, ϕ1)
D(t)

, B1(t) =
f(t, a) ∂

∂tϕ2 − fx(t, a) ∂
∂tϕ1

D(t)
, B2(t) =

∂
∂tϕ2

D(t)
,

B3(t) = −
∂
∂tϕ1

D(t)
— известные функции.

Имеют место следующие теоремы.

Теорема 4. Пусть выполняются условия (4), (5), (7)–(9), (24), (25). Тогда
существует решение u(t, x), λ1(t), λ2(t) задачи (21)–(23) в классе

Z(t∗) = {u(t, x), λ1(t), λ2(t)| u ∈ C1,3
t,x (G[0,t∗]), λ1(t), λ2(t) ∈ C([0, t∗])},

удовлетворяющее соотношению (17).

Теорема 5. Решение u(t, x), λ1(t), λ2(t) задачи (21)–(23), (4), (5), (24), (25),
удовлетворяющее соотношению (17), единственно в классе Z(t∗).

Из теорем 4, 5 следует

Теорема 6. Пусть выполняются условия (4), (5), (7)–(9), (24), (25). Тогда
существует и единственно решение u(t, x), λ1(t), λ2(t) задачи (1)–(3) в классе
Z(t∗), удовлетворяющее соотношению (17).

Замечание. В случае второй краевой задачи (21), (22), (18) при выполнении
условий (19), (20) также справедливы аналогичные теоремы.
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