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НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА И
ВАРИАЦИОННЫЕ НЕРАВЕНСТВА

С. Н. Глазатов

В работе приведен обзор результатов о разрешимости вариационных нера-
венств, связанных с нелинейными псевдогиперболическими операторами и по-
лучены новые результаты о разрешимости вариационных неравенств, связан-
ных с некоторыми нелинейными псевдопараболическими операторами в неци-
линдрических областях.

В настоящее время имеется достаточно большое количество работ, посвящен-
ных исследованию начально-краевых задач для многомерных нелинейных урав-
нений третьего порядка, называемых в литературе псевдогиперболическими (см.
[1–8]). В этих работах рассмотрены задача Коши и первая начально-краевая зада-
ча в цилиндрических по переменной t областях для различных частных случаев
уравнения

A0u ≡ utt −
n∑

i=1

(σi(∇xu))xi −
n∑

i=1

(wi(∇xut))xi + F (x, t, u, ut,∇xu) = f(x, t) (0.1)

либо его модификаций таких, как, например, уравнение

utt − (σ(ux, uxt))x = f(x, t),

которое рассмотрено в работе [3].
Так, например, хорошо изучен случай, когда F ≡ 0, wi(ξ) = ξi (см. [4–8]).
В монографии [2, гл. 2, п. 1.2] исследовано несколько модифицированное урав-

нение (0.1) общего вида, а именно, третье слагаемое представлено как
n∑

i=1

(wi(x, t, u,∇xu))xit.

Во всех этих работах, кроме [2], предполагалось условие гиперболичности опе-
ратора, составленного из первых двух слагаемых в (0.1) и монотонность по ut опе-
ратора, определяемого третьим слагаемым. В таком случае уравнение (0.1) по-
лучило название сильно возмущенного гиперболического или псевдогиперболи-
ческого уравнения. При дополнительных условиях на рост и гладкость функций
σi(ξ), wi(ξ) и F (x, t, η1, η2, ξ), входящих в (0.1), в цитированных работах доказа-
ны существование и единственность решений рассмотренных задач в различных
классах функций. В [2] получено регулярное решение первой начально-краевой
задачи для модифицированного уравнения, при этом второе слагаемое не обяза-
но быть эллиптическим оператором. В одномерном случае оно представляется в
виде суммы эллиптического оператора и слагаемого, в некотором смысле подчи-
ненного функции w1. В многомерном же случае вместо условия эллиптичности
требуется условие |∂σi(ξ)

∂ξj
| ≤ C0 для всех ξ ∈ Rn, i, j = 1, . . . , n.

Что же касается вариационных неравенств, связанных с уравнениями вида
(0.1), то здесь можно указать работы [9, 10]. В [9] при F ≡ 0 рассмотрена задача
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с препятствием на решение u(x, t) для линейного многомерного уравнения (0.1).
Сами постановки задач в форме вариационных неравенств, связанных с (0.1), и
типы ограничений представляются достаточно прозрачными, хотя бы исходя из
многочисленных работ по гиперболическим вариационным неравенствам. Автор
рассмотрел некоторые вариационные неравенства для уравнения типа уравнения
(0.1) в работе [10].

Отметим также то, что имеются работы (см. [11–14]), где начально-краевые
задачи для псевдогиперболических уравнений вида (0.1) рассматривались в неци-
линдрических областях. При этом различные авторы предлагали для решения
этих задач различную технику. В работах [11, 12], где были рассмотрены лишь
линейные уравнения вида (0.1) с F ≡ 0, для доказательства обобщенной разре-
шимости поставленных краевых задач использовались методы теории полугрупп
и теория интерполяции функциональных пространств. В работах [13, 14] были
поставлены краевые задачи для нелинейных уравнений вида (0.1) и для их ис-
следования предложен иной метод — метод “выпрямления” границы, который
позволил получить более регулярные, чем в [11, 12] решения.

Значительно меньшее количество работ (см., например, монографию [2, гл. 2,
п. 1.1] и статьи [15, 16], а также имеющуюся там библиографию) посвящено изу-
чению различных постановок задач для нелинейных псевдопараболических урав-
нений, а именно, уравнений вида

A1u ≡ ut −
n∑

i=1

(σi(∇xu))xi −
n∑

i=1

(wi(∇xut))xi = f(x, t), (0.2)

хотя актуальность таких задач обусловлена их физическим смыслом, а их мате-
матическая трудность определяется, в числе прочего, и тем, что уравнения вида
(0.2) не разрешены относительно старшей (в данном случае первой) производной
по переменной t.

Уравнение (0.2) имеет физический смысл. А именно, если в (0.1) вместо сла-
гаемого utt фигурирует ρ0utt, где ρ0 > 0 имеет физический смысл плотности
среды в начальном состоянии процесса (как раз такое уравнение рассмотрено в
работе [4]), то при ρ0 → 0 мы имеем дело со средой с другими свойствами (очень
малой плотностью). Если при этом F (·, ut,∇xu) ≡ ut, то мы получаем при ρ0 = 0
уравнение вида (0.2). Если же F ≡ 0, то такой случай при ρ0 = 0 рассмотрен в
работе [15], где wi(ξ) = ξi.

Если же ρ0 = 0, n = 1, а F = ut + uux, то (0.1) превращается в регуляризо-
ванное уравнение Бюргерса.

Вариационные неравенства и задачи в нецилиндрических областях для урав-
нений вида (0.2) не исследованы вовсе. В настоящую работу включены недавно
полученные результаты автора, посвященные этим вопросам.

1. Нелинейные псевдогиперболические уравнения и
вариационные неравенства

Рассматривается уравнение

B0u ≡ k(u)utt −∆xu−
n∑

i=1

(wi(∇xut))xi + f(ut) = g(x, t) (1.1)

в цилиндрической области QT = D × (0, T ), где 0 < T < +∞, а D ⊂ Rn —
односвязная ограниченная область с гладкой границей γ, S = γ × (0, T ).
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Присоединим к уравнению (1.1) начально-краевые условия

u|t=0 = u0(x), (1.2)

ut|t=0 = u1(x), (1.3)

u|S = 0. (1.4)

Отметим, что в монографии [2, гл. 2, п. 1.1] рассматривалась начально-краевая
задача для модифицированного (cм. введение) уравнения вида (1.1). Подробно
изучен случай n = 1, f(ut) = ut, при этом предполагалось, что w1 зависит лишь
от ux и w1(ux) = ux. В то же время, второе слагаемое могло быть нелинейным,
а условия на функцию k(s) несколько отличались от тех, которые накладываем
мы. Отметим также, что и метод доказательства в настоящей работе несколько
отличается от [2].

В дальнейшем будем предполагать выполненными следующие условия для
коэффициентов (1.1): функция k(s) ∈ C1(R), k(s) ≥ δ > 0 для всех s ∈ R,
|k′(s)| ≤ C0, функции wi(ξ) ∈ C(Rn) и для всех ξ ∈ Rn справедливы неравен-

ства
n∑

i=1

wi(ξ)ξi ≥ C1|ξ|p − C2, (C1 > 0, C2 ≥ 0) и
n∑

i=1

|wi(ξ)| ≤ C3(1 + |ξ|p−1)

(C3 > 0, p ≥ 2). Далее, предположим, что поле {wi(ξ)}n
i=1 является потенциаль-

ным, то есть существует скалярная функция W (ξ) ∈ C1(Rn) такая, что ∇ξW =
(w1(ξ), . . . , wn(ξ)) и для W (ξ) справедлива оценка C3|ξ|p−C4 ≤ W (ξ) ≤ C5(1+|ξ|p)
(C3 > 0, C5 > 0, C4 ≥ 0).

Предположим также, что оператор Λ :
◦

W 1
p(D) → W−1

p′ (D), действующий по

формуле < Λϕ,ψ >=
n∑

i=1

∫
D

wi(∇xϕ)ψxidx, является монотонным.

Относительно функции f(s) ∈ C1(R) будем предполагать, что |f(s)| ≤ C6 ×
(1 + |s|α) для всех s ∈ R, (α > 1).

Будем обозначать через < u, v > отношение двойственности между простран-
ствами

◦
W 1

p(D) и W−1
p′ , обозначим также a(u, v) =

∫
D

∇xu∇xvdx.

Определение. Назовем функцию u(x, t) ∈ L∞(0, T ;
◦

W 1
p(D)) такую, что ut ∈

L∞(0, T ;
◦

W 1
p(D)) и utt ∈ L2(QT ), обобщенным решением начально-краевой зада-

чи (1.1)–(1.4), если она удовлетворяет начально-краевым условиям (1.2)–(1.4), и
если для любой функции v(x, t) ∈ L∞(0, T ;

◦
W 1

p(D)) выполнено равенство

Φ(u, v) ≡
T∫

0

∫

D

k(u)uttvdxdt +

T∫

0

a(u, v)dt +

T∫

0

< Λut, v > dt

+

T∫

0

∫

D

f(ut)vdxdt =

T∫

0

∫

D

gvdxdt. (1.5)

Теорема 1.1. Пусть выполнены все вышеуказанные условия для коэффици-
ентов уравнения (1.1). Тогда при условии p > max(3, n, α+1) для любых функций
u0(x), u1(x) ∈ ◦

W 1
p(D) и для любой функции g(x, t) ∈ L2(QT ) существует обоб-

щенное решение начально-краевой задачи (1.1)–(1.4).
При n = 1 это решение единственно.

Доказательство этой теоремы достаточно традиционно. Оно основывается
на методах Галеркина, компактности и монотонности. Некоторой модификации
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по сравнению с гиперболическими уравнениями требует способ получения апри-
орных оценок. Полностью доказательство опубликовано в [10].

Замечание. Заметим, что в случае n = 1 можно отказаться от очень жест-
кого ограничения |k′(s)| ≤ C0 для всех s ∈ R. Но тогда и метод доказательства
будет несколько иным, а именно, таким, как в работе [17], где использовались
некоторый итерационный процесс и метод сжатых отображений.

Полученный результат можно применить к изучению вариационных нера-
венств для операторов третьего порядка вида (1.1).

При изучении вариационных неравенств для оператора вида (1.1) все усло-
вия на функции k(s) и f(s), перечисленные ранее, остаются без изменений, а
условия на рост функций wi(ξ) и W (ξ) несколько ослабляются, а именно: пусть

для любого ξ ∈ Rn выполнены следующие оценки
n∑

i=1

wi(ξ)ξi ≥ C7,
n∑

i=1

|wi(ξ)| ≤
C8(1 + |ξ|p−1), C9 ≤ W (ξ) ≤ C10(1 + |ξ|p), где p ≥ 2, C8 > 0, C10 > 0, C7 и C9

— некоторые константы. Пусть, кроме того, выполнено условие монотонности
оператора Λ, введенного ранее.

Выберем теперь целое неотрицательное число s так, что 4s+4 > max(p, 3, n, α+
1), и обозначим p0 = 4s + 4.

Введем выпуклое, замкнутое множество ограничений K = {z(x) ∈ ◦
W 1

p0
(D) :

|∇xz| ≤ 1 п. в. в D}.
Теорема 1.2. Пусть выполнены все вышеуказанные условия для коэффици-

ентов оператора B0. Тогда для любых функций u0 ∈
◦

W 1
p0

(D), u1 ∈ K и для лю-

бой функции g(x, t) ∈ L2(QT ) существует функция u(x, t) ∈ L∞ ∈ (0, T ;
◦

W 1
p0

(D))

такая, что ut ∈ L∞(0, T ;
◦

W 1
p0

(D)) и utt ∈ L2(QT ), обладающая следующими свой-
ствами:

(а) u(x, t) удовлетворяет начально-краевым условиям (1.2)–(1.4);
(б) для п. в. t ∈ [0, T ] выполнено включение ut(·, t) ∈ K;
(в) для любой функции ϕ(x, t) ∈ L∞(0, T ;

◦
W 1

p0
(D)) такой, что для п. в. t ∈

[0, T ] ϕ(·, t) ∈ K справедливо неравенство

t∫

0

∫

D

k(u)uττϕdxdτ +

t∫

0

a(u, ϕ)dτ +

t∫

0

< Λuτ , ϕ > dτ +

t∫

0

∫

D

f(uτ )ϕdxdτ

≥
t∫

0

∫

D

g(ϕ− uτ )dxdτ +

t∫

0

∫

D

k(u)uττuτdxdτ +

t∫

0

a(u, uτ )dτ

+

t∫

0

< Λuτ , uτ > dτ +

t∫

0

∫

D

f(uτ )uτdxdτ

для любого t ∈ [0, T ].

Доказательство. Рассмотрим уравнение со штрафом

Bε
0u

ε ≡ k(uε)uε
tt −∆xuε −

n∑

i=1

(wi(∇xuε
t ))xi + f(uε

t )

− 1
ε

n∑

i=1

([(1−−|∇xuε
t |2)−]2s+1uxit)xi = g(x, t) (1.6)
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и начально-краевые условия (1.2)–(1.4).
Здесь ε ∈ (0, ε0), h− = max(0,−h), а число s выбрано нами ранее. Неслож-

но проверить, что оператор β : v → −
n∑

i=1

([(1 − |∇xv|2)−]2s+1vxi
)xi

действует из

пространства
◦

W 1
p0

(D) в пространство W−1
p′0

(D) и является оператором штрафа,
связанным с множеством ограничений (по поводу определения и свойств опера-
тора штрафа см. [18, гл. 3, п. 5.2]).

В условиях теоремы для любого фиксированного ε > 0 существует uε(x, t) —
обобщенное решение начально-краевой задачи (1.6), (1.2)–(1.4). В самом деле,
заметим, что функции wε

i (ξ) = wi(ξ) + ε−1[(1− |ξ|2)−]2s+1ξi порождают потенци-
альное поле с потенциалом W ε(ξ) = W (ξ) + ε−1W0(ξ), где

W0(ξ) =

{
0 при |ξ| ≤ 1,
(|ξ|2−1)2s+2

2(2s+2) при |ξ| ≥ 1.

Для функций wε
i (ξ) (i = 1, . . . , n) и W ε(ξ) выполнены все условия теоремы

1.1 на рост с показателем p0 и, что существенно, при этом все константы в оцен-
ках этих функций снизу можно выбрать не зависящими от ε при ε ≤ ε0. В силу
монотонности оператора штрафа и условий теоремы, оператор Λε :

◦
W 1

p0
(D) →

W−1
p′0

(D), действующий по формуле < Λεu, v >=
n∑

i=1

∫
D

wε
i (∇xu)vxidx, также явля-

ется монотонным.
Решая задачу (1.6), (1.2)–(1.4) методом Галеркина как при доказательстве

теоремы 1.1 и используя равномерные по ε оценки снизу функций wε
i (ξ) и W ε(ξ),

можно получить необходимые оценки семейства {uε} обобщенных решений зада-
чи (1.6), (1.2)–(1.4) с теми же константами, не зависящими от ε, а также оценку
оператора штрафа

n∑

i=1

T∫

0

∫

D

[(1− |∇xuε
t |2)−]2s+1(uε

xit)
2dxdt ≤ εC11. (1.7)

Итак, получено семейство функций (uε)ε≤ε0 таких, что для любой функции

v(x, t) ∈ L∞(0, T ;
◦

W 1
p0

(D)) и для любого ε ∈ (0, ε0) выполнено равенство

Φε(uε, v) =
n∑

i=1

T∫

0

∫

D

gvdxdt. (1.8)

Для доказательства свойств (а), (б) и (в), сформулированных в теореме нужно
использовать схему доказательства теоремы 7.1 из [18, гл. 3, п. 7.1]. На основании
полученных равномерных по ε оценок, можно перейти к пределу при ε → 0 и
получить функцию u(x, t) с требуемыми свойствами гладкости. Нетрудно видеть,
что эта функция удовлетворяет начально-краевым условиям (1.2)–(1.4).

Затем, используя оценку (1.7) и монотонность оператора штрафа в точности
так же, как и в доказательстве упомянутой теоремы 7.1 из [18], можно установить,
что ut(·, t) ∈ K для п. в. t ∈ [0, T ].

Для доказательства справедливости утверждения (в) надо в равенство (1.8)
подставить функцию

v(x, t) =
{

ϕ(x, τ)− uε
τ (x, τ), 0 ≤ τ ≤ t,

0, t < τ ≤ T,



Нелинейные уравнения третьего порядка 85

где ϕ(x, t) ∈ L∞(0, T ;
◦

W 1
p0

(D)) — произвольная функция такая, что ϕ(·, t) ∈ K
п. в. на [0, T ], а t ∈ [0, T ] — произвольная точка. Используя монотонность опера-
тора штрафа, можно вывести неравенство

t∫

0

∫

D

k(uε)uε
ττϕdxdτ +

t∫

0

a(uε, ϕ)dτ +

t∫

0

< Λuε
τ , ϕ > dτ +

t∫

0

∫

D

f(uε
τ )ϕdxdτ

≥
t∫

0

∫

D

g(ϕ− uε
τ )dxdτ +

t∫

0

∫

D

k(uε)uε
ττuε

τdxdτ +

t∫

0

a(uε, uε
τ )dτ

+

t∫

0

< Λuε
τ , uε

τ > dτ +

t∫

0

∫

D

f(uε
τ )uε

τdxdτ. (1.9)

Теперь нужно взять нижний предел левой и правой частей этого неравен-
ства при ε → 0, используя при этом некоторые известные приёмы и псевдомоно-
тонность оператора Λ (по поводу определения и критериев псевдомонотонности
см. [18, гл. 2, п. 2.4]). В нашем случае оператор Λ является псевдомонотонным,
поскольку он монотонный, семинепрерывный и ограниченный как оператор из
◦

W 1
p0

(D) в W−1
p′0

(D). В результате этого предельного перехода устанавливается
справедливость требуемого неравенства.

Пусть теперь n = 1, а u1(x, t) и u2(x, t) — две функции, для которых спра-
ведливы все утверждения теоремы. Нетрудно проверить, что для любого λ2 > 0
и для любой функции ϕ(x, t) ∈ L∞(0, T ;

◦
W 1

p0
(D)) такой, что ϕ(·, t) ∈ K справед-

ливы неравенства, которые мы запишем в следующем компактном виде (мате-
матический смысл такой записи вполне понятен из контекста и формулировки
теоремы)

t∫

0

(B0u1 − g, ϕ− u1τ )e−λ2τdτ ≥ 0

и
t∫

0

(B0u2 − g, u2τ − ϕ)e−λ2τdτ ≤ 0.

Подставим теперь в первое неравенство функцию

ϕ(x, τ) =
{

u2τ (x, τ), 0 ≤ τ ≤ t,
u1τ (x, τ), t < τ ≤ T,

а во второе — функцию

ϕ(x, τ) =
{

u1τ (x, τ), 0 ≤ τ ≤ t,
u2τ (x, τ), t < τ ≤ T

и вычтем из второго неравенства первое. В результате этого получим

t∫

0

∫

D

(k(u2)u2ττ − k(u1)u1ττ )uτe−λ2τdxdτ +

t∫

0

a(u, uτ )e−λ2τdτ

+

t∫

0

< (Λ(u2τ )− Λ(u1τ )), uτ > e−λ2τdτ
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+

t∫

0

∫

D

(f(u2τ )− f(1τ ))uτe−λ2τdxdτ ≤ 0 (здесь u = u2 − u1).

Действуя так же, как и при доказательстве единственности при n = 1 в тео-
реме 1.1, получим, что u ≡ 0 п. в. в QT .

Теорема доказана.

Теперь рассмотрим в области QT уравнение

B1u ≡ k(ut)utt −∆xu−
n∑

i=1

(wi(∇xut))xi
+ f(ut) = g(x, t) (1.10)

с начально-краевыми условиями (1.2)–(1.4).
Пусть выполнены все условия для функций f(s) и wi(ξ), сформулирован-

ные в случае начально-краевой задачи (1.1)–(1.4), а функция k(s) удовлетворяет
следующим условиям: k(s) ∈ C(R), k(s) ≥ δ > 0, удовлетворяет условию Лип-
шица на каждом компакте M ⊂ R (с константой, в общем случае зависящей

от M). Пусть функция K(s) =
s∫
0

k(σ)σdσ удовлетворяет для всех s ∈ R оценке

K(s) ≥ C12|s|q − C13, q > 1, C12 > 0.
Совершенно аналогично предыдущему случаю определяется обобщенное ре-

шение начально-краевой задачи (1.10), (1.1)–(1.4).

Теорема 1.3. Пусть выполнены все вышеуказанные условия для коэффици-
ентов (1.10). Тогда при условии p > max (n, α + 1) для любых функций u0, u1 ∈
◦

W 1
p(D) и для любой функции g(x, t) ∈ L2(QT ) существует обобщенное решение

начально-краевой задачи (1.10), (1.2)–(1.4).

Доказательство этой теоремы совершенно аналогично доказательству тео-
ремы 1.1.

Заметим, что первая начально-краевая задача для модифицированного (см.
введение) уравнения (1.10) также рассматривалась в [2, гл. 2, п. 1.2].

Пусть теперь выполнены все условия для функций f(s) и wi(ξ) (i = 1, . . . , n),
сформулированные при рассмотрении вариационного неравенства, связанного с
(1.1), а функция k(s) удовлетворяет условиям теоремы 1.3 и, кроме того, K(s)
является выпуклой функцией. Определим числа s и p0, а также множество огра-
ничений K в точности так же, как и в предыдущем случае.

Теорема 1.4. При выполнении всех условий для коэффициентов оператора
B1, сформулированных выше, для любых функций u0 ∈

◦
W 1

p(D), u1 ∈ K и для

любой функции g(x, t) ∈ L2(QT ) существует функция u(x, t) ∈ L∞(0, T ;
◦

W 1
p0

(D))

такая, что ut ∈ L∞(0, T ;
◦

W 1
p0

(D)) и utt ∈ L2(QT ), обладающая свойствами (а),
(б) и (в) из формулировки теоремы 1.2 (с естественной заменой оператора B0 на
оператор B1).

Доказательство теоремы 1.4 совершенно аналогично доказательству теоре-
мы 1.2. Некоторое отличие состоит в процедуре предельного перехода при ε → 0
в тех слагаемых в неравенстве аналогичном неравенству (1.9), которые содержат
k(uε

t ). Для обоснования предельного перехода в этих слагаемых надо использо-
вать рассуждения, имеющиеся в работе [19].



Нелинейные уравнения третьего порядка 87

2. Нелинейные псевдопараболические уравнения
в нецилиндрических областях и вариационные неравенства

В этой части мы уделим основное внимание двумерному случаю, поскольку он
является наиболее показательным в смысле техники доказательства соответству-
ющего результата (доказательство в многомерном случае ничем не отличается).
Кроме того, описание области с “криволинейной” границей наиболее интересно
именно в двумерном случае, поскольку “боковая” граница в отличие от много-
мерного случая здесь, вообще говоря, имеет две компоненты связности.

Итак, на плоскости переменных (x, t) рассмотрим область Q, которая ограни-
чена отрезками прямых t = 0 и t = T (0 < T < +∞) и двумя кривыми γ1 и γ2,
которые задаются соответственно уравнениями ϕ1(x)−A1t = 0 и ϕ1(x)−A2t = 0.
Здесь ϕ1 ∈ C1(R) и строго монотонно убывает, ϕ2 ∈ C1(R) и строго монотонно
возрастает, Ai принимают одно из двух значений: либо 0, либо 1. Если Ai = 0, то
это соответствует случаю, когда γi есть отрезок прямой, параллельной оси Ot, а
равенство ϕi(x) = 0 соответствует равенству x = ϕ−1

i (0), то есть уравнению упо-
мянутой прямой. Обозначим α = ϕ−1

1 (0), β = ϕ−1
2 (0) и потребуем, чтобы α ≤ β

в случае A2
1 + A2

2 > 0 и α < β в случае A1 = A2 = 0. Введем также обозначения
a = ϕ−1

1 (T ), b = ϕ−1
2 (T ). Очевидно, что a ≤ α и β ≤ b, причем равенство возмож-

но лишь в случае, когда соответствующий участок границы прямолинейный.
В области Q рассмотрим уравнение

B2u ≡ ut − (a(ux))x − uxxt = f(x, t). (2.1)

К нему присоединим начально-краевые условия

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (α, β), (2.2)

u|γ1 = u|γ2 = 0. (2.3)

Если α = β, то условие (2.2) отсутствует.
Функция a(ξ) : R → R удовлетворяет следующим условиям: a ∈ C(R), |a(ξ)| ≤

C1(1 + |ξ|p−1) для всех ξ ∈ R, p > 1, a(ξ) не убывает на R и a(0) = 0.
Введем целое неотрицательное число s так, чтобы 4s + 4 > p, и обозначим

q = 4s + 4.
Далее будем обозначать через Iτ пересечение области Q и прямой t = τ .

Введем множество ограничений Kt = {z(x) ∈ ◦
W 1

q(It) : |zx| ≤ 1 п. в. на It}.
Теорема 2.1. Пусть выполнены все вышеуказанные условия на область Q

и на коэффициенты уравнения (2.1). Тогда для любой функции f(x, t) ∈ L2(Q)
и для любой функции u0(x) ∈ K0 существует единственная функция u(x, t) ∈
L∞(0, T ;Kt) такая, что ut ∈ L2(0, T ; W 1

2 (It)), удовлетворяющая начально-краевым
условиям (2.2), (2.3) и такая, что для любого t ∈ [0, T ] и для любой функции
v(x, t) ∈ L∞(0, T ;Kt) выполняется неравенство

t∫

0

∫

Iτ

uτ (v − u)dxdτ +

t∫

0

∫

Iτ

a(ux)(vx − ux)dxdτ

+

t∫

0

∫

Iτ

uxτ (vx − ux)dxdτ ≥
t∫

0

∫

Iτ

f(v − u)dxdτ.

Доказательство. Приведем здесь лишь его схему, отметив наиболее важ-
ные моменты. Построим цилиндрическую область QT , ограниченную отрезками
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прямых t = 0 и t = T и отрезками прямых x = a и x = b. Очевидно, что Q ⊆ QT .
Проведем доказательство лишь для случая, когда A1 = A2 = 1, (то есть обе
компоненты связности боковой границы являются криволинейными). Остальные
случаи значительно проще. Обозначим G = QT \Q, обозначим через G1 ту ком-
поненту G, частью границы которой является γ1, а через G2 ту компоненту G,
частью границы которой является γ2.

Введем в рассмотрение функцию

θ(x, t) =





ϕ1(x)− t, (x, t) ∈ G1,
0, (x, t) ∈ Q,
ϕ2(x)− t, (x, t) ∈ G2.

Очевидно, что θ ∈ L∞(QT ) ∩W 1
2 (QT ) и θ(x, t) > 0 при (x, t) ∈ G.

В области QT рассмотрим уравнение, содержащее два “штрафных” слагае-
мых

Bε
2u

ε ≡ uε
t − (a(uε

x))x − uε
xxt − ε−1([(1− (uε

x)2)−]2s+1ux)x

+ ε−
1
2 θ(x, t)uε = f̃(x, t). (2.4)

Здесь число s уже выбрано нами раннее, функция θ(x, t) тоже построена ранее
и выполняет роль “штрафа на область”,

f̃(x, t) =
{

f(x, t), (x, t) ∈ Q,
0, (x, t) ∈ G.

Построим также функцию

ũ0(x) =
{

u0(x), x ∈ I0,
0, x ∈ [a, b] \ I0.

Очевидно, что ũ0 ∈
◦

W 1
q(a, b).

Присоединим к (2.4) начально-краевые условия

u(x, 0) = ũ0(x), x ∈ (a, b), (2.5)

ux=a = u|x=b = 0. (2.6)

Будем решать начально-краевую задачу (2.4)–(2.6) методом Галеркина, полу-
чая в процессе этого также и оценки, равномерные по параметру штрафа ε.

Рассмотрим {ωi(x)}∞i=1 — базис в
◦

W 1
q(a, b). Без ограничения общности можно

считать, что функции ωi(x) ортонормированы в W 1
2 (a, b). Ищем приближенные

решения в виде um(x, t) =
m∑

k=1

ckm(t)ωk(x).

Рассмотрим задачу Коши

(Bε
2u

m,ε, ωk)0 = (f̃ , ωk)0, k = 1, . . . , m, (2.7)

ckm(0) = ũ0k, (2.8)

где через ũ0k обозначены коэффициенты в разложении ũ0 по базису {ωi(x)}n
i=1.

В силу отмеченного нами свойства базиса система (2.7), (2.8) приводится к нор-
мальному виду, и задача Коши (2.7), (2.8) разрешима на интервале [0, tm). В
дальнейшем будет ясно, что tm = T для всех m.

Умножим каждое уравнение (2.7) на ckm(τ), просуммируем по k от 1 до m и
проинтегрируем полученное от 0 до t ≤ T .
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В итоге получим равенство

t∫

0

b∫

a

Bε
2u

m,εum,εdxdτ =

t∫

0

b∫

a

f̃um,εdxdτ.

В результате интегрирования по частям получаем априорные оценки, равно-
мерные по m и ε,

||um,ε||
L∞(0,T ;

◦
W 1

2(a,b))
≤ C2, (2.9)

T∫

0

b∫

a

([1− (um,ε
x )2]−)2s+1(um,ε

x )2dxdt ≤ εC3, (2.10)

0 ≤
T∫

0

b∫

a

θ(um,ε)2dxdt ≤ √
εC4. (2.11)

Далее, умножая каждое уравнение (2.7) на c′km(τ), суммируя и интегрируя,
получим равенство

t∫

0

b∫

a

Bε
2u

m,εum,ε
τ dxdτ =

t∫

0

b∫

a

f̃um,ε
τ dxdτ.

Используя специальный выбор s, а также свойства функции θ(x, t), в резуль-
тате интегрирования по частям получаем следующие априорные оценки, равно-
мерные по m, ε

||um,ε||
L∞(0,T ;

◦
W 1

q(a,b))
≤ C5, (2.12)

||um,ε
t ||

L2(0,T ;
◦

W 1
2(a,b))

≤ C6. (2.13)

Далее, с использованием оценок (2.12), (2.13), методов компактности и моно-
тонности, осуществляем в равенстве (2.7) предельный переход при m → ∞ (на
некоторой подпоследовательности {ml}∞l=1).

Таким образом, для любого ε > 0 получено обобщенное решение задачи (2.4)–
(2.6), а именно, функция uε ∈ L∞(0, T ;

◦
W 1

q(a, b)) такая, что uε
t ∈ L2(0, T ;

◦
W 1

2(a, b)).
Начально-краевые условия (2.5), (2.6) удовлетворяются очевидным образом. Оцен-
ка (2.10) остается справедливой для семейства {uε} с той же константой C3 в силу
свойств выпуклых функционалов, а оценка (2.11) — в силу априорных оценок и
теоремы Лебега. Также для вышеуказанного семейства остаются справедливыми
оценки (2.12) и (2.13).

Таким образом, мы получаем в результате предельного перехода при ε → 0 (на
некоторой подпоследовательности) функцию u(x, t) ∈ L∞(0, T ;

◦
W 1

q(a, b)) такую,

что ut ∈ L2(0, T ;
◦

W 1
2(a, b)).

Теперь покажем, что u(x, t) удовлетворяет условиям (2.2), (2.3). По постро-
ению функции u(x, t) очевидно, что u(x, 0) = ũ0(x) для п. в. x ∈ (a, b), а зна-
чит u(x, 0) = u0(x) для п. в. x ∈ (α, β). Далее, из оценки (2.11) для семейства
{uε}, оценок (2.12), (2.13), теорем компактности и теоремы Лебега получаем, что
t∫
0

b∫
a

θu2dxdt = 0, а это означает, что u(x, t) ≡ 0 п. в. в G. Далее, на каждом сече-

нии τ = t0 имеем u(x, t0) ∈
◦

W 1
q(a, b), и в силу теоремы вложения u(x, t0) ∈ C[a, b].
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Значит, в силу непрерывности, на всей границе γ1 и на всей границе γ2 функция
u(x, t) ≡ 0. То есть краевое условие (2.3) также выполняется.

Теперь нужно показать, что u(x, t) ∈ L∞(0, T ;Kt). Это делается стандартным
способом с использованием уравнения (2.4) (которому удовлетворяет в обобщен-
ном смысле uε(x, t)), а также оценки (2.11), монотонности и семинепрерывности
оператора штрафа.

Теперь зафиксируем t ∈ [0, T ] и рассмотрим произвольную функцию v(x, τ) ∈
L∞(0, T ;Kτ ). Очевидно, что

ṽ(x, t) =
{

v(x, t), (x, t) ∈ Q,
0, (x, t) ∈ G

такова, что ṽ ∈ L∞(0, T ;
◦

W 1
q(a, b). Теперь подставим в уравнение (2.4) в качестве

пробной функции

ϕ(x, τ) =
{

ṽ(x, τ)− uε(x, τ), 0 ≤ τ ≤ t,
0, t < τ ≤ T.

Используя свойства операторов штрафа, получаем неравенство

t∫

0

b∫

a

uε
τ (ṽ − uε)dxdτ +

t∫

0

b∫

a

a(uε
x)(ṽx − uε

x)dxdτ

+

t∫

0

b∫

a

uε
xτ (ṽx − uε

x)dxdτ ≥
t∫

0

b∫

a

f̃(ṽ − uε)dxdτ.

Пользуясь псевдомонотонностью оператора, определяемого вторым слагае-
мым в уравнении (2.1), в результате предельного перехода получаем неравенство

t∫

0

b∫

a

uτ (ṽ − u)dxdτ +

t∫

0

b∫

a

a(ux)(ṽx − ux)dxdτ

+

t∫

0

b∫

a

uxτ (ṽx − ux)dxdτ ≥
t∫

0

b∫

a

f̃(ṽ − u)dxdτ, (2.14)

но поскольку ṽ = u ≡ 0 п. в. в G, то это неравенство является как раз тем,
которое фигурирует в формулировке теоремы.

Теперь докажем единственность полученного решения. Пусть
u1(x, t) ∈ L∞(0, T ;Kt) и u2(x, t) ∈ L∞(0, T ;Kt) — два решения неравенства, удо-
влетворяющие условиям (2.2), (2.3). Пусть

ũi(x, t) =
{

ui(x, t), (x, t) ∈ Q,
0, (x, t) ∈ G,

i = 1, 2.
Очевидно, что ũi(x, t) удовлетворяют неравенству (2.14) для тех функций ṽ(x, t),
которые построены выше. Это обстоятельство, способ построения ũi и стандарт-
ные в этом случае рассуждения позволяют вывести, что ũi ≡ ũ2 п. в. в QT , а
значит u1 ≡ u2 п. в. в Q.

Теорема доказана полностью.
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Теперь рассмотрим многомерное уравнение

B3u ≡ ut − div(a(∇xu))−∆xut = f(x, t), (2.15)

где a : Rn → Rn — непрерывное векторное поле. Требуется, чтобы оно было
потенциальным, то есть существует гладкая скалярная функция A : Rn → R,
такая, что ∇ξA = (a1(ξ), . . . , an(ξ)). Эта функция должна удовлетворять оценке
|A(ξ)| ≤ C7(1 + |ξ|p) для всех ξ ∈ Rn, p > 1, а для самих функций ai(ξ) должно

выполняться неравенство
n∑

i=1

|ai(ξ)| ≤ C8(1+ |ξ|p−1) для всех ξ ∈ Rn. Кроме того,

пусть a(0) = 0.
Теперь опишем область Q, в которой будем искать решение соответствую-

щего неравенства. Эта область ограничена участками гиперплоскостей t = 0 и
t = T и некоторой гладкой поверхностью Γ, которая описывается уравнением
ϕ(x) − At = 0, где ϕ : Rn → R — гладкая функция, а параметр A может при-
нимать два значения: либо A = 1, либо A = 0. Последний случай соответствует
цилиндрической области Q. Кроме того, поверхность Γ такова, что для любого
t ∈ (0, T ] множество Dt — пересечение Q и гиперплоскости τ = t есть ограни-
ченная односвязная область с гладкой границей, а D0 есть либо ограниченная
односвязная область с гладкой границей, либо одноточечное множество x = x0.

Кроме того, требуется, чтобы область Q “расширялась” с ростом t, т. е. для
любых t1, t2 ∈ [0, T ] если t1 < t2, то Dt1 ⊆ Dt2 .

Введем целое неотрицательное число s так, чтобы 4s + 4 > max(p, n), и обо-
значим q0 = 4s + 4.

Также необходимо, чтобы оператор Λ1 :
◦

W 1
q0

(DT ) → W−1
q′0

(DT ), действующий

по правилу < Λ1u, v >=
n∑

i=1

∫
DT

ai(∇xu)vxidx, являлся монотонным (здесь через

< ·, · > обозначено отношение двойственности в соответствующих функциональ-
ных пространствах).

Присоединим к (2.15) начально-краевые условия

u(x, 0) = u0(x), x ∈ D0, (2.16)

u|Γ = 0. (2.17)

Если D0 – одноточечное множество, то условие (2.16) отсутствует.

Введем множество ограниченийMt = {z(x) ∈ ◦
W 1

q0
(Dt) : |∇xz| ≤ 1 п. в. в Dt}.

Теорема 2.2. Пусть выполнены все вышеуказанные условия на область Q и
на коэффициенты уравнения (2.15). Тогда для любой функции f(x, t) ∈ L2(Q)
и для любой функции u0(x) ∈ M0 существует единственная функция u(x, t) ∈
L∞(0, T ;Mt) такая, что ut ∈ L2(0, T ; W 1

2 (Dt)), удовлетворяющая начально-крае-
вым условиям (2.16), (2.17) и такая, что для любого t ∈ [0, T ] и для любой функ-
ции v(x, t) ∈ L∞(0, T ;Mt) выполняется неравенство

t∫

0

∫

Dτ

uτ (v − u)dxdτ +
n∑

i=1

t∫

0

∫

Dτ

ai(∇xu)(vxi − uxi)dxdτ

+

t∫

0

∫

Dτ

∇xuτ (∇xv −∇xu)dxdτ ≥
t∫

0

∫

Dτ

f(v − u)dxdτ.
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Доказательство этой теоремы почти дословно повторяет доказательство
теоремы 1.1.
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