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О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ
НЕЛОКАЛЬНОЙ ПО ВРЕМЕНИ ЗАДАЧИ
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

Б. Е. Кангужин

В работе изучается одна нелокальная задача для уравнения теплопроводности.
Установлено, что единственность в этой задаче связана с полнотой некоторой
системы собственных и присоединенных функций оператора дифференцирова-
ния.

В работах [1, 2] изучаются новые типы нелокальных задач для уравнения
теплопроводности. В настоящей работе продолжается изучение нелокальных за-
дач для уравнения теплопроводности. В частности, единственность в подобной
задаче, оказывается, связана с полнотой некоторой системы собственных и при-
соединенных функций оператора дифференцирования.

Фиксируем натуральное n ≥ 1 и вещественное число T > 0. Рассмотрим за-
дачу о нахождении функции u(x, t), x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ T , из соотно-
шений

∂u(x, t)
∂t

=
n∑

j=1

∂2u(x, t)
∂x2

j

, (1)

u(x, 0)−
T∫

0

ut(x, t)σ(t)dt = ϕ(x), (2)

где σ(t) — произвольная функция из пространства L2[0, T ]. Происхождение усло-
вия (2) объясняется тем, что оно обобщает как аналогичное граничное условие
из работы [1], так и нелокальное условие из работы [2]. К примеру, если σ(t) —
кусочно-постоянная на отрезке [0, T ] функция, то приходим к нелокальному гра-
ничному условию из работы [2].

При заданной функции ϕ(x) решением нелокальной задачи (1), (2) назовем
функцию u(x, t) из класса C2,1(Rn × (0, T ))∩C0,1(Rn × [0, T ]), удовлетворяющую
уравнению (1) при x ∈ Rn, 0 < t < T и соотношению (2). При ϕ(x) ≡ 0 получаем
решение соответствующей однородной задачи.

Отметим, что с задачей (1), (2) тесно связана следующая задача на собствен-
ные значения

y′(t) = λy(t), 0 < t < T,

y(0) =
T∫
0

y′(t)σ(t)dt.
(3)

Известно [3], что характеристическая функция

∆(λ) = 1− λ

T∫

0

eλtσ(t)dt
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имеет счетное число нулей тогда и только тогда, когда σ 6= σc при любом c ∈ [0, T ],
где

σc = { −1 при 0 ≤ t ≤ c ,
0 при c ≤ t ≤ T .

Пусть λ1, λ2, . . . — нули аналитической функции ∆(λ), где каждое λn имеет
кратность mn (mn ∈ N), λi 6= λj (i 6= j), |λ1| ≤ |λ2| ≤ |λ3| ≤ . . . Нетрудно
убедиться, что функция вида

u(x, t) = exp(Re
√

λk xj + Re λk t + i(Im
√

λk xj + Im λk t)) ∀j ∈ {1, . . . , n}

является решением задачи (1), (2) при ϕ(x) = 0. Будем считать, что λk ∈ Ω, т. е.
вне некоторого сектора с биссектрисой Re λ < 0.

Обозначим через µ0 = inf{|Re
√

λ1|, |Re
√

λ2|, . . . }. Ясно, что µ0 > 0, поскольку
λk ∈ Ω. Обозначим класс решений задачи (1), (2), подчиненных условиям

|u(x, t)| ≤ exp(µ|x|), x ∈ Rn, t ∈ [0, T ], (4)

где µ < µ0.

Теорема. Задача (1), (2) в классе (4) имеет единственное решение тогда и
только тогда, когда система собственных и присоединенных функций сопряжен-
ной к (3) задачи полна в L2[0, T ] .

Доказательство.Для доказательства теоремы воспользуемся биортогональ-
ной системой [4] к системе корневых функции задачи (3)

hkn =
1

(mn − k − 1)!
lim

λ→λn

dmn−1−k

dλmn−1−k

(
(λ− λn)mn

∆(λ)
H(x, λ)

)

при λ = λn, k = 0, 1, . . . ,mn − 1, n ≥ 1, где H(x, λ) = σ(x) + λ
∫ T

x
eλ(t−x)σ(t)dt.

Введем обозначение ωkn(x) =
∫ T

0
u(x, t)hkn(t)dt и предварительно рассмотрим

выражение

∆

T∫

0

u(x, t)H(t, λ)dt =

T∫

0

ut(x, t)H(t, λ)dt

=

T∫

0

ut(x, t)
[
σ(t) + λ

T∫

t

eλ(τ−t)σ(τ)dτ

]
dt

=

T∫

0

ut(x, t)σ(t)dt+λ

T∫

0

ut(x, t)

T∫

t

eλ(τ−t)σ(τ)dτdt

= u(x, 0)− λu(x, 0)

T∫

0

eλτσ(τ)dτ + λ

T∫

0

u(x, t)
[
σ(t) + λ

T∫

t

eλ(τ−t)σ(τ)dτ

]
dt

= u(x, 0)
(

1− λ

T∫

0

eλτσ(τ)dτ

)
+ λ

T∫

0

u(x, t)H(t, λ)dt

= u(x, 0)∆(λ) + λ

T∫

0

u(x, t)H(t, λ)dt.
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В силу оценки (4) и результатов работы [1] при µ < µ0 получаем ωkn(x) ≡ 0.
Таким образом, имеем

∆

T∫

0

u(x, t)H(t, λ)dt = u(x, 0)∆(λ) + λ

T∫

0

u(x, t)H(t, λ)dt. (5)

Умножив обе части (5) на 1
(mn−k−1)!

(λ−λn)mn

∆(λ) и продифференцировав mn − 1− k

раз по λ, затем переходя к пределу при λ → λn, имеем

∆

T∫

0

u(x, t)hkn(t) =
1

(mn − k − 1)!
u(x, 0) lim

λ→λn

dmn−1−k

dλmn−1−k

(
(λ− λn)mn

∆(λ)
·∆(λ)

)

+ λn

T∫

0

u(x, t)hkn(t)dt.

Следовательно,

∆ωkn(x) = λnωkn(x) при k = 0, 1, . . . ,mn − 1.

В силу оценки (4) и результатов работы [1] при µ < µ0 получаем ωkn(x) ≡ 0,
т. е.

T∫

0

u(x, t)hkn(t)dt = 0, k = 0,mn − 1, n ≥ 1 . (6)

Если система {hkn(t)} полна в L2[0, T ], то из соотношении (6) следует u(x, t) ≡
0. Что и доказывает единственность решения задачи (1), (2). Обратно, если за-
дача (1), (2) имеет единственное решение, то система {hkn(t)} полна в L2[0, T ].
Остается заметить, что {hkn(t)} является системой собственных и присоединен-
ных функции сопряженной задачи к задаче (3).
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