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О РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ КОШИ
ДЛЯ ПСЕВДОПАРАБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ

В ВЕСОВЫХ СОБОЛЕВСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ

И. И. Матвеева

В работе исследуется разрешимость задачи Коши для псевдопараболических
систем в специальных весовых соболевских пространствах W l

p,γ,σ с экспонен-
циальным весом по времени и степенным весом по пространственным перемен-
ным. Доказывается, что за счет выбора степенного веса можно уменьшить огра-
ничения на показатель суммируемости p, при которых задача Коши безусловно
разрешима.

В настоящей работе изучается задача Коши для одного класса систем диффе-
ренциальных уравнений с частными производными, не разрешенных относитель-
но производной по времени. Рассматриваемые системы согласно классификации,
введенной в [1], называются системами псевдопараболического типа. В частно-
сти, к системам такого типа относится линеаризованная система Навье – Стокса.

Ранее проведенные исследования (см., например, [1]) показали, что задача
Коши для псевдопараболических систем безусловно разрешима в весовом со-
болевском пространстве W l

p,γ с экспоненциальным весом e−γt по времени при
p > p∗ > 1. При этом ограничения на показатель суммируемости p можно осла-
бить только за счет дополнительных требований на данные задачи, которые име-
ют вид условий ортогональности. В настоящей работе исследуется разрешимость
задачи Коши в специальных весовых соболевских пространствах W l

p,γ,σ, введен-
ных в [2], с экспоненциальным весом по времени и степенным весом по про-
странственным переменным. Использование этих пространств при исследовании
краевых задач для уравнений и систем, не разрешенных относительно старшей
производной, позволяет сократить количество условий разрешимости (см., на-
пример, [1, 3]). В работе доказывается, что за счет выбора степенного веса по
пространственным переменным можно установить безусловную разрешимость
задачи Коши для одного класса псевдопараболических систем при меньших огра-
ничениях на показатель суммируемости p.

1. Постановка задачи

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

A0Dtu + A1(Dx)u = f(t, x), (1.1)

где

A0 ◦Dt + A1(Dx) =
(

K0 ◦Dt + K1(Dx) L(Dx)
M(Dx) 0

)
,
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K1(Dx), L(Dx), M(Dx) — матричные дифференциальные операторы по x раз-
меров m × m, m × (ν − m), (ν − m) × m соответственно, K0 — невырожденная
числовая (m×m) матрица.

Следуя классификации, введенной в [1], определим класс систем псевдопа-
раболического типа. Для этого обозначим через ak,j(iη, iξ) элементы символа
оператора A0 ◦Dt + A1(Dx).

Условие 1. Пусть s1 = · · · = sm = 0, t1 = · · · = tm = 1, и существуют числа
sm+1, · · · , sν , tm+1, · · · , tν такие, что −1 ≤ sk ≤ 0, tk ≥ 0, k = m + 1, · · · , ν, а
также вектор α = (α1, · · · , αn), αi > 0, i = 1, · · · , n, такой, что

ak,j(iη, iξ) = 0 при sk + tj < 0,
ak,j(ciη, cαiξ) = csk+tj ak,j(iη, iξ), c > 0, при sk + tj ≥ 0,

k, j = 1, · · · , ν. Будем считать, что все числа tj/αi натуральные.

Условие 2. det(τK0 + K1(iξ)) 6= 0, Re τ ≥ 0, ξ ∈ Rn, |τ | + |ξ| 6= 0, при этом
det(M(is)(τK0 + K1(iξ))−1L(is)) = 0, s ∈ Rn, тогда и только тогда, когда s = 0.

Определение. Система уравнений (1.1) называется системой псевдопарабо-
лического типа, если оператор A0 ◦Dt + A1(Dx) удовлетворяет условиям 1 и 2.

Условие 3. Матрица

(M(iξ)(τK0 + K1(iξ))−1L(iξ))−1M(iξ)(τK0 + K1(iξ))−1

не зависит от τ .

Рассмотрим в полупространстве R+
n+1 = {(t, x) : t > 0, x ∈ Rn} задачу Коши

K0Dtu
+ + K1(Dx)u+ + L(Dx)u− = f+(t, x), t > 0, x ∈ Rn,

M(Dx)u+ = 0,
u+|t=0 = 0, x ∈ Rn.

(1.2)

Пусть l ≥ 0 — целое, q = (q1, . . . , qn), 1 < p < ∞, γ > 0, 0 ≤ σ ≤ 1. Обозначим
символом W l,q

p,γ,σ(G) весовое соболевское пространство с нормой

‖v(t, x),W l,q
p,γ,σ(G)‖ = ‖e−γt(1 + 〈x〉)−σDl

tv(t, x), Lp(G)‖
+

∑

0≤|β:q|≤1

‖e−γt(1 + 〈x〉)−σ(1−|β:q|)Dβ
xv(t, x), Lp(G)‖,

где 〈x〉2 =
n∑

j=1

x
2/αj

j . Эти пространства были введены Г. В. Демиденко в работе [2].

Пространство W l,q
p,γ,0(G) будем обозначать через W l,q

p,γ(G). Символом Lp,γ,σ(G)
будем обозначать весовое пространство с нормой

‖v(t, x), Lp,γ,σ(G)‖ = ‖e−γt(1 + 〈x〉)−σv(t, x), Lp(G)‖.

В настоящей работе исследуется разрешимость задачи Коши (1.2) в весовых
соболевских пространствах W l,q

p,γ,σ.
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2. Формулировка результатов

Введем следующие обозначения:

p′ = p/(p− 1), |α| =
n∑

i=1

αi, tmax = max(tm+1, . . . , tν).

Для упрощения изложения будем считать, что f+(t, x) = 0 при t + |x| À 1. В
[1] было установлено следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть f+
i (t, x) ∈ Lp,γ(R+

n+1), γ ≥ γ0 > 0, i = 1, . . . , m. Если
|α|/p′ > tmax, то задача Коши (1.2) имеет единственное решение u+(t, x), u−(t, x)
с компонентами

u+
i (t, x) ∈ W 1,r+

p,γ (R+
n+1), r+ = (

1
α1

, . . . ,
1

αn
), i = 1, . . . , m,

u−j (t, x) ∈ W
0,r−j
p,γ (R+

n+1), r−j = (
tj

α1
, . . . ,

tj

αn
), j = m + 1, . . . , ν,

при этом имеет место оценка

m∑

i=1

‖u+
i (t, x), W 1,r+

p,γ (R+
n+1)‖+

ν∑

j=m+1

‖u−j (t, x), W
0,r−j
p,γ (R+

n+1)‖

≤ c

m∑

i=1

‖f+
i (t, x), Lp,γ(R+

n+1)‖,

где константа c > 0 не зависит от f+(t, x).

Из этой теоремы следует, что при исследовании разрешимости задачи (1.2) в
W l,q

p,γ возникают ограничения на показатель суммируемости p. Как показывают
примеры, эти ограничения можно ослабить только за счет дополнительных тре-
бований на данные типа условий ортогональности. Однако использование про-
странств W l,q

p,γ,σ позволяет получить безусловную разрешимость задачи Коши
при меньших ограничениях на показатель суммируемости p.

Теорема 2.Пусть выполнены условия теоремы 1. Если |α|/p > σj > tj−|α|/p′,
j = m + 1, . . . , ν, то задача Коши (1.2) имеет единственное решение u+(t, x),
u−(t, x) с компонентами

u+
i (t, x) ∈ W 1,r+

p,γ (R+
n+1), i = 1, . . . , m,

u−j (t, x) ∈ W
0,r−j
p,γ,σj (R

+
n+1), j = m + 1, . . . , ν,

при этом имеет место оценка

m∑

i=1

‖u+
i (t, x), W 1,r+

p,γ (R+
n+1)‖+

ν∑

j=m+1

‖u−j (t, x), W
0,r−j
p,γ,σj (R

+
n+1)‖

≤ c

m∑

i=1

‖f+
i (t, x), Lp,γ(R+

n+1)‖,

где константа c > 0 не зависит от f+(t, x).

Пример. Рассмотрим задачу Коши для линеаризованной системы Навье –
Стокса

u+
t − ν∆u+ +∇u− = f+(t, x), t > 0, x ∈ R3,

div u+ = 0,
u+|t=0 = 0, x ∈ R3,

(2.1)
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где ν > 0.
В силу теоремы 1 при p > 3/2 задача Коши (2.1) имеет единственное решение

u+
i (t, x) ∈ W 1,2,2,2

p,γ (R+
4 ), i = 1, 2, 3, u−(t, x) ∈ W 0,1,1,1

p,γ (R+
4 ). (2.2)

Как было установлено Г. В. Демиденко (см. [1, гл. 3] и [4]), возникающие
ограничения на показатель суммируемости p по существу. Действительно, если
f+(t, x) ∈ C∞0 (R+

4 ), задача Коши (2.1) имеет единственное решение (2.2) при
p ≤ 3/2 тогда и только тогда, когда выполняются следующие условия ортого-
нальности ∫

R3

f+
j (t, x) dx ≡ 0, j = 1, 2, 3.

Используя весовое соболевское пространство W l,q
p,γ,σ, мы можем установить

безусловную разрешимость задачи Коши (2.1) при любом показателе суммируе-
мости p > 1. Действительно, в силу теоремы 2 при 3/(2p) > σ > 3/(2p)−1 задача
Коши (2.1) имеет единственное решение

u+
i (t, x) ∈ W 1,2,2,2

p,γ (R+
4 ), i = 1, 2, 3, u−(t, x) ∈ W 0,1,1,1

p,γ,σ (R+
4 )

при любых p > 1.

3. Приближенное решение

Приближенное решение задачи Коши (1.2) строится с использованием инте-
грального представления С. В. Успенского [5] для суммируемых функций (см.
также [1, гл. 1])

f(x) = lim
k→∞

(2π)−n

k∫

1/k

v−1

∫

Rn

∫

Rn

ei(x−y)ξG(ξvα)f(y) dξ dy dv, (3.1)

где

G(ξ) = 2N〈ξ〉2N exp(−〈ξ〉2N ), 〈ξ〉2 =
n∑

i=1

ξ
2/αi

i ,

N — достаточно большое натуральное число.
Для нахождения приближенного решения задачи (1.2) (см. подробный вывод

в [1, гл. 3]) рассмотрим систему уравнений с параметрами τ , Re τ ≥ γ0 > 0, ξ ∈ Rn

(τK0 + K1(iξ))ω+ + L(iξ)ω− = f̃+(τ, ξ),
M(iξ)ω+ = 0,

(3.2)

где f̃+(τ, ξ) — преобразование Лапласа и Фурье вектор-функции f+(t, x) по t и x
соответственно. Система (3.2) получается в результате формального применения
преобразований Лапласа по t и Фурье по x к задаче Коши (1.2). Решение системы
(3.2) может быть записано в виде

ω+(τ, ξ) = K−1(τ, ξ)(I − L(iξ)N−1(τ, ξ)M(iξ)K−1(τ, ξ))f̃+(τ, ξ),

ω−(τ, ξ) = N−1(τ, ξ)M(iξ)K−1(τ, ξ)f̃+(τ, ξ), (3.3)

где
K(τ, ξ) = τK0 + K1(iξ), N(τ, ξ) = M(iξ)K−1(τ, ξ)L(iξ).
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Используя интегральное представление (3.1), построим вектор-функции

u+
k (t, x) = (2π)−(n+1)/2

k∫

1/k

v−1

∫

Rn

eixξG(ξvα)
( ∞∫

−∞
e(iη+γ)tω+(iη + γ, ξ)dη

)
dξ dv,

(3.4)

u−k (t, x) = (2π)−(n+1)/2

k∫

1/k

v−1

∫

Rn

eixξG(ξvα)
( ∞∫

−∞
e(iη+γ)tω−(iη + γ, ξ)dη

)
dξ dv.

(3.5)
Нетрудно показать, что

K0Dtu
+
k (t, x) + K1(Dx)u+

k (t, x) + L(Dx)u−k (t, x) = f+
k (t, x),

M(Dx)u+
k (t, x) = 0,

u+
k (0, x) = 0,

где

f+
k (t, x) = (2π)−n

k∫

1/k

v−1

∫

Rn

∫

Rn

ei(x−y)ξG(ξvα)f+(t, y) dξ dy dv.

В силу интегрального представления (3.1) имеем

‖f+
k (t, x)− f+(t, x), Lp,γ(R+

n+1)‖ → 0, k →∞.

Следовательно, вектор-функцию (3.4), (3.5) можно рассматривать в качестве
приближенного решения задачи Коши (1.2).

4. Доказательство основных результатов

Из результатов, установленных в [1, гл. 3], вытекают следующие утверждения.

Лемма 4.1. Для l-й компоненты ul
k(t, x) вектор-функции

u+
k (t, x) = (u1

k(t, x), . . . , um
k (t, x))T

имеет место оценка

‖ul
k(t, x), W 1,r+

p,γ (R+
n+1)‖ ≤ c

m∑

i=1

‖f+
i (t, x), Lp,γ(R+

n+1)‖, r+ = (
1
α1

, . . . ,
1

αn
),

с константой c > 0, не зависящей от k и f+(t, x), при этом

‖ul
k1

(t, x)− ul
k2

(t, x), W 1,r+

p,γ (R+
n+1)‖ → 0, k1, k2 →∞.

Лемма 4.2. Для l-й компоненты um+l
k (t, x) вектор-функции

u−k (t, x) = (um+1
k (t, x), . . . , uν

k(t, x))T

при βα = tm+l имеет место оценка

‖Dβ
xum+l

k (t, x), Lp,γ(R+
n+1)‖ ≤ c

m∑

i=1

‖f+
i (t, x), Lp,γ(R+

n+1)‖,
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где константа c > 0 не зависит от k и f+(t, x), при этом

‖Dβ
xum+l

k1
(t, x)−Dβ

xum+l
k2

(t, x), Lp,γ(R+
n+1)‖ → 0, k1, k2 →∞.

Из доказательства теоремы 1 следует, что ограничения на показатель сум-
мируемости p возникают при получении Lp-оценок компонент вектор-функции
u−k (t, x). Покажем, что в норме пространства Lp,γ,σ при соответствующем выбо-
ре весового параметра σ могут быть установлены оценки при всех p > 1.

Лемма 4.3. Если |α|/p > σm+l > tm+l − |α|/p′, то для l-й компоненты
um+l

k (t, x) вектор-функции

u−k (t, x) = (um+1
k (t, x), . . . , uν

k(t, x))T

имеет место оценка

‖um+l
k (t, x), Lp,γ,σm+l

(R+
n+1)‖ ≤ c

m∑

i=1

‖f+
i (t, x), Lp,γ(R+

n+1)‖, (4.1)

где константа c > 0 не зависит от k и f+(t, x), при этом

‖um+l
k1

(t, x)− um+l
k2

(t, x), Lp,γ,σm+l
(R+

n+1)‖ → 0, k1, k2 →∞. (4.2)

Доказательство. В силу формулы (3.5) при γ ≥ γ0 > 0, имеем

e−γtu−k (t, x) =

1∫

1/k

Ω(t, x, v)dv +

k∫

1

Ω(t, x, v)dv, (4.3)

где

Ω(t, x, v) = (2π)−(n+1)/2v−1

∫

Rn

eixξG(ξvα)
( ∞∫

−∞
eiηtω−(iη + γ, ξ) dη

)
dξ.

Рассмотрим первый интеграл из (4.3). Отметим, что в силу условия 3 матрица
N−1(τ, ξ)M(iξ)K−1(τ, ξ) не зависит от τ . В дальнейшем мы будем использовать
следующие обозначения:

K(ξ, n, a, b) = (2π)−n/2

b∫

a

v−1G(ξvα) dv,

N+
− (ξ) = N−1(τ, ξ)M(iξ)K−1(τ, ξ).

Тогда

1∫

1/k

Ω(t, x, v)dv =
∫

Rn

∞∫

−∞
eiηt+ixξK(ξ, n + 1, 1/k, 1)N+

− (ξ)f̃+(iη + γ, ξ) dη dξ

=
∫

Rn

eixξK(ξ, n, 1/k, 1)N+
− (ξ)θ(t)e−γtf̂+(t, ξ) dξ, (4.4)
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где θ(t) — функция Хевисайда, f̂+(t, ξ) — преобразование Фурье вектор-функции
f+(t, x) по x.

Из условий 1, 2 на псевдопараболический оператор следует, что для любых
чисел c1, c2 > 0 при Re τ ≥ 0, ξ ∈ Rn\{0} имеет место тождество

N+
− (ξ) ≡ Tν−m(c2)

(
M(cα

2 iξ)K−1(c1τ, c
α
1 ξ)L(cα

2 iξ)
)−1

M(cα
2 iξ)K−1(c1τ, c

α
1 ξ), (4.5)

где Tν−m(c) — диагональная матрица с элементами ctm+1 , . . . , ctν . Следовательно,

элементы матрицы T (〈ξ〉)N+
− (ξ), 〈ξ〉2 =

n∑
1

ξ
2/αi

i , удовлетворяют условиям теоре-

мы Лизоркина о мультипликаторах [6]. Поэтому для l-й компоненты Ωl(t, x, v)
вектор-функции Ω(t, x, v) при σm+l ≥ 0 получим

∥∥∥∥(1 + 〈x〉)−σm+l

1∫

1/k

Ωl(t, x, v)dv, Lp(R+
n+1)

∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥

1∫

1/k

Ωl(t, x, v)dv, Lp(R+
n+1)

∥∥∥∥

≤ c

m∑

j=1

∥∥∥∥
∫

Rn

eixξK(ξ, n, 1/k, 1)〈ξ〉−tm+l f̂+
j (t, ξ) dξ, Lp,γ(R+

n+1)
∥∥∥∥.

Используя определение K(ξ, n, 1/k, 1), неравенства Минковского и Юнга, полу-
чим

∥∥∥∥(1 + 〈x〉)−σm+l

1∫

1/k

Ωl(t, x, v)dv, Lp(R+
n+1)

∥∥∥∥ ≤ c

m∑

j=1

‖f+
j (t, x), Lp,γ(R+

n+1)‖, (4.6)

где константа c > 0 не зависит от k и f+(t, x).
Рассмотрим теперь второй интеграл из (4.3). Аналогичным образом, как при

получении (4.4), имеем
k∫

1

Ω(t, x, v)dv =
∫

Rn

eixξK(ξ, n, 1, k)N+
− (ξ)θ(t)e−γtf̂+(t, ξ) dξ.

Используя формулу обратного преобразования Фурье произведения, получим
k∫

1

Ω(t, x, v)dv =
∫

Rn

∫

Rn

ei(x−y)ξK(ξ, 0, 1, k)N+
− (ξ) dξ θ(t)e−γtf+(t, y) dy.

Теперь, используя неравенство

〈x− y〉(1 + 〈x〉)−1 ≤ c(1 + 〈y〉), c = const,

для l-й компоненты Ωl(t, x, v) вектор-функции Ω(t, x, v) получим

∥∥∥∥(1 + 〈x〉)−σm+l

k∫

1

Ωl(t, x, v)dv, Lp(R+
n+1)

∥∥∥∥

≤ c

m∑

j=1

k∫

1

v−1

∥∥∥∥
∫

Rn

〈x− y〉−σm+l

∫

Rn

ei(x−y)ξG(ξvα)(N+
− )lj(ξ) dξ

× (1 + 〈y〉)σm+le−γtf+
j (t, y) dy, Lp(R+

n+1)
∥∥∥∥ dv,
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где (N+
− )lj(ξ) — элементы l-й строки матрицы N+

− (ξ). В силу неравенства Юнга
имеем

∥∥∥∥(1 + 〈x〉)−σm+l

k∫

1

Ωl(t, x, v)dv, Lp(R+
n+1)

∥∥∥∥

≤ c

m∑

j=1

k∫

1

v−1

∥∥∥∥〈x〉−σm+l

∫

Rn

eixξG(ξvα)(N+
− )lj(ξ) dξ, Lp(Rn)

∥∥∥∥ dv

× ‖‖(1 + 〈y〉)σm+lf+
j (t, y), L1(Rn)‖, Lp,γ(R+

1 )‖.

Сделав замену переменных

ξ̃i = ξiv
αi , zi = xiv

−αi , i = 1, . . . , n,

в силу (4.5) будем иметь неравенство

∥∥∥∥(1 + 〈x〉)−σm+l

k∫

1

Ωl(t, x, v)dv, Lp(R+
n+1)

∥∥∥∥

≤ c

m∑

j=1

k∫

1

v−|α|/p′−1+tm+l−σm+ldv

∥∥∥∥〈z〉−σm+l

∫

Rn

eizeξG(ξ̃)(N+
− )lj(ξ̃) dξ̃, Lp(Rn)

∥∥∥∥

× ‖‖(1 + 〈y〉)σm+lf+
j (t, y), L1(Rn)‖, Lp,γ(R+

1 )‖.

Поскольку |α|/p > σm+l, используя определение функции G(ξ) и соотношение
(4.5), нетрудно показать, что первая норма конечна. По условию |α|/p′ − tm+l +
σm+l > 0, поэтому интеграл

∞∫

1

v−|α|/p′−1+tm+l−σm+ldv

сходится. Следовательно,

∥∥∥∥(1 + 〈x〉)−σm+l

k∫

1

Ωl(t, x, v)dv, Lp(R+
n+1)

∥∥∥∥

≤ c

m∑

j=1

‖‖(1 + 〈x〉)σm+lf+
j (t, x), L1(Rn)‖, Lp,γ(R+

1 )‖, (4.7)

где константа c > 0 не зависит от k и f+(t, x).
Поскольку f+(t, x) = 0 при t + |x| À 1, из оценок (4.6) и (4.7) вытекает

неравенство (4.1). Доказательство сходимости (4.2) проводится точно так же.
Лемма доказана.

Доказательство теоремы 2.
Из лемм 4.1–4.3 следует, что для вектор-функции

uk(t, x) = (u+
k (t, x), u−k (t, x))T = (u1

k(t, x), . . . , um
k (t, x), um+1

k (t, x), . . . , uν
k(t, x))T
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имеет место сходимость

m∑

i=1

‖ui
k1

(t, x)− ui
k2

(t, x), W 1,r+

p,γ (R+
n+1)‖

+
ν∑

j=m+1

‖uj
k1

(t, x)− uj
k2

(t, x), W
0,r−j
p,γ,σj (R

+
n+1)‖ → 0, k1, k2 →∞.

В силу полноты соболевских пространств существует вектор-функция

u(t, x) = (u+(t, x), u−(t, x))T

с компонентами
u+

i (t, x) ∈ W 1,r+

p,γ (R+
n+1), i = 1, . . . , m,

u−j (t, x) ∈ W
0,r−j
p,γ,σj (R

+
n+1), j = m + 1, . . . , ν,

такая, что
m∑

i=1

‖ui
k(t, x)− u+

i (t, x), W 1,r+

p,γ (R+
n+1)‖ → 0,

ν∑

j=m+1

‖uj
k(t, x)− u−j (t, x), W

0,r−j
p,γ,σj (R

+
n+1)‖ → 0

при k → ∞. Тогда вектор-функция u(t, x) является искомым решением задачи
Коши (1.2). Доказательство единственности решения проводится так же, как в
[1].

Автор выражает благодарность д.ф.-м.н. Г. В. Демиденко за полезные дис-
куссии.
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