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КОНТАКТНЫЕ ПАРАБОЛИЧЕСКИЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ
В ГЕЛЬДЕРОВСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ

С. В. Попов

В работе изучаются краевые задачи для уравнений параболического типа с ме-
няющимся направлением эволюции в пространствах Гёльдера. Для таких задач
показано, что гёльдеровские классы решений параболических уравнений пере-
менного типа четвертого порядка существенно зависят как от нецелого показа-
теля p−[p], так и от условий сопряжения. Кроме того, в работе устанавливается
разрешимость краевой задачи для параболического уравнения второго поряд-
ка с меняющимся направлением эволюции. Рассматривается общий случай гра-
ницы раздела двух сред, в который, в частности, включаются ортогональные
потоки, косое соударение и т.д.

Изучаются параболические уравнения с меняющимся направлением эволю-
ции с помощью применения теории сингулярных интегральных уравнений [1–4],
а также систем этих уравнений [5].

В краевых задачах для строго параболических уравнений гладкость началь-
ных и граничных данных без дополнительных условий на данные задачи полно-
стью определяет принадлежность решения гёльдеровским пространствам H

p,
x

p/2
t .

В случае уравнений с меняющимся направлением эволюции гладкость начальных
и граничных данных не обеспечивает принадлежность решения пространствам
H

p,
x

p/2
t . Применение теории сингулярных уравнений дает возможность наряду с

гладкостью данных задачи указать дополнительно необходимые и достаточные
условия, обеспечивающие принадлежность решения пространствам H

p,
x

p/2
t при

p ≥ 2. Более того, применением единого подхода при общих условиях сопряже-
ния (склеивания) для таких уравнений удается показать, что нецелый показатель
p− [p] пространства H

p,
x

p/2
t может существенно влиять как на количество условий

разрешимости, так и на гладкость искомого решения.
В работе [6] предлагается единообразный подход к построению моделей со-

пряжения различных физических процессов, таких, как распространение тепла
в неоднородных средах (задачи типа дифракции), взаимодействие фильтраци-
онных и каналовых потоков жидкости (фильтрация в скважину), возвратные
течения в пограничном слое за точкой его отрыва и другие.

Цель настоящей работы — показать также, что гёльдеровские классы решений
параболических уравнений переменного типа существенно зависят от нецелого
показателя p − [p]. Некоторые предварительные результаты о связи гладкости
решений параболических уравнений переменного типа с условиями склеивания
и нецелым показателем гёльдеровских классов были установлены в работах [7–
9]. Кроме того, в работе рассматривается общий случай границы раздела двух
сред, в который, в частности, включаются также и ортогональные потоки, косое
соударение и т.д.
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Отметим, что большое число работ посвящено изучению линейных уравнений
второго порядка. Общая теория краевых задач для уравнений смешанного типа
с произвольными коэффициентами и многообразием смены типа были предме-
том исследований многих авторов (см. [10, 11] и имеющуюся там библиографию).
В работах [1, 13–15] устанавливается разрешимость краевых задач в гёльдеров-
ских пространствах для некоторых классов уравнений параболического типа с
меняющимся направлением времени с границей раздела, имитирующей противо-
положные спутные потоки.

1. Уравнения четвертого порядка

В области Q = Ω × (0, T ), Ω ≡ R рассмотрим параболические уравнения
четвертого порядка

sgnxut = Lu, (1)

где

Lu = − ∂2

∂x2

(
k(x, t)

∂2u

∂x2

)
+ c(x, t)u,

k(x, t) ≥ δ > 0, c(x, t) ≤ 0.

Решение уравнения ищется из пространства Гельдера H
p,p/4
x t (Q±), p = 4l + γ,

0 < γ < 1 (в обозначениях [16]), удовлетворяющее начальным условиям

u(x, 0) = u0(x) (x ∈ Ω+), u(x, T ) = uT (x) (x ∈ Ω−) (2)

и условиям склеивания

∂ku

∂xk
(−0, t) = σk

∂ku

∂xk
(+0, t) (k = 0, 1, 2, 3), (3)

где σk — действительные постоянные, l ≥ 1 — целое число.
Методом параболических потенциалов простого слоя, с неизвестными плот-

ностями, построенных при помощи фундаментального решения и элементарных
решений Б. Пини [17, 18], краевая задача (1)–(3) приводится к решению системы
сингулярных интегральных уравнений нормального типа

K~β ≡ A~β(t)− 1
π

T∫

0

B(t, τ)~β(τ)
τ − t

dτ = ~Q(t), (4)

где

~β(t) = (β̃(l−1)
0 (t), β̃(l−1)

1 (t)),

A =
(

σ0 − σ2 − 2
√

2σ3 σ0 + σ2

σ0 + σ2 σ0 − σ2

)
,

B(t, τ) =
(

σ0( t
τ )5/4 + σ2( t

τ )3/4 σ0( t
τ )5/4 − σ2( t

τ )3/4

σ0( t
τ )5/4 − σ2( t

τ )3/4 σ0( t
τ )5/4 + σ2( t

τ )3/4 + 2
√

2σ1( t
τ )1/2

)
,

~Q(t) = (F̄ l−1
0 + F̄ l−1

2 − 2
√

2F̄ l−1
3 , F̄ l−1

0 − F̄ l−1
2 − 2

√
2F̄ l−1

1 ).
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Систему сингулярных уравнений (4) можно переписать так

K~β ≡ A~β(t)− B

π

T∫

0

~β(τ)
τ − t

dτ +
1
π

T∫

0

M(t, τ)~β(τ) dτ = ~Q(t), (5)

где

B ≡ B(t, t) =
(

σ0 + σ2 σ0 − σ2

σ0 − σ2 σ0 + σ2 + 2
√

2σ1

)
,

M(t, τ) =
B −B(t, τ)

τ − t
.

Для того чтобы выделить характеристическую часть оператора K, перепишем
систему сингулярных уравнений (5) в виде

CK~β = C ~Q(t), (6)

где

C =
(

σ0 + σ2 + 2
√

2σ1 σ2 − σ0

σ2 − σ0 σ0 + σ2

)
,

CA = 2
√

2
(

σ0σ1 − σ0σ3 − σ2σ3 − σ1σ2 − 2
√

2σ1σ2 σ0σ1 + σ1σ2 +
√

2σ0σ2

σ0σ3 − σ2σ3 +
√

2σ0σ2 0

)
,

CB = 2
√

2
(

σ0σ1 + σ1σ2 +
√

2σ0σ2 0
0 σ0σ1 + σ1σ2 +

√
2σ0σ2

)
.

Пользуясь формулой перестановки Пуанкаре – Бертрана [2, 3, 5], выделим ха-
рактеристическую часть K0 оператора CK системы уравнений (6)

K0~β ≡ aE~β(t)− bE

π

T∫

0

~β(τ)
τ − t

dτ,

где E — единичная матрица,

a = σ0σ1 + σ0σ3 + σ1σ2 +
√

2σ0σ2 − σ2σ3,

b = σ0σ3 + σ2σ3 + σ1σ2 +
√

2σ1σ2 − σ0σ1.

Полученную систему сингулярных интегральных уравнений

K0~β = ~G, ~G = aA−1

(
~Q− 1

π

T∫

0

M(t, τ)~β(τ) dτ

)
(7)

будем решать в классе функций ограниченных на концах отрезка (0, 1). Для этого
введем кусочно-голоморфную функцию

~Ψ(η) =
1

2πi

T∫

0

~β(τ)
τ − η

dτ.
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Тогда система (7) примет вид




~Ψ+(t) = a+bi
a−bi

~Ψ−(t) +
~G(t)
a−bi (0 < t < T ),

~Ψ+(t) = ~Ψ−(t), t < 0, t > 0,

(8)

Решение уравнений (7) эквивалентно решению задачи Римана (8) при допол-
нительном условии ~Ψ(∞) = 0. Рассмотрим k = 1. Так как g = a+ib

a−ib = ei2πθ,
θ = 1

π arctan |ab | и

exp
(

1
2πi

T∫

0

ln g

τ − η

)
= η−θ(η − T )θ,

то в указанном классе в случае, когда a и b одного знака, каноническая функция
X(η) = η1−θ(η− T )θ, индекс задачи (8) κ = −1. В случае же, когда a и b разного
знака, каноническая функция X(η) = ηθ(η− T )1−θ. Согласно общей теории [2, 3]

~Ψ(η) =
X(η)
2πi

T∫

0

~G(τ) dτ

(a− bi)X+(τ)(τ − η)

при условии ∫ T

0

~G(τ)
X(τ)

dτ = 0. (9)

Тогда

~β(t) = ~Ψ+(t)− ~Ψ−(t) =
1
2

~G(t) +
X(t)
2π

T∫

0

~G(τ) dτ

X(τ)(τ − t)
. (10)

Формулы (9) можно рассматривать как необходимое и достаточное условие огра-
ниченности ~β(t) при t = T .

Подставляя в (10) значения ~Gk(t), приходим к системе уравнений Фредгольма

~β + K∗k~β = ~Q∗, (11)

где

K∗k~β =
1
π

T∫

0

N(t, τ)~β(τ) dτ.

Всякие ограниченные и интегрируемые решения систем уравнений Фредгольма
(11) будут, очевидно, принадлежать пространству Гельдера во всех точках кон-
тура (0, T ) отличных от концов. В самом деле, функции ~Q∗ будут, очевидно, удо-
влетворять условию Гельдера во всех точках контура (0, T ) отличных от концов.
Функция M(t, τ) имеет интегрируемые особенности при t = τ во всех точках кон-
тура (0, T ) отличных от концов. В силу соответствующих теорем поведения ин-
тегралов типа Коши на концах контура интегрирования [1–3] легко вывести, что
M(t, τ), ~Q∗ на концах 0, T будут вести себя как t

1
2+θ(T−t)

1
2−θ или t

1
2−θ(T−t)

1
2+θ,

причем соответственно [3, § 51] ~β(t) ∈ H
1+γ
4 (0, T − δ) или ~α(t) ∈ H

1+γ
4 (δ, T ), где

δ — положительное фиксированное малое число.



Контактные параболические краевые задачи 223

Таким образом, ядро M(t, τ), имея подвижные и неподвижные бесконечности
порядка меньше единицы, удовлетворяет всем условиям, которые накладывают-
ся на эти функции в теории интегральных уравнений Фредгольма. Более того
[3, § 101], путем замены аргумента интегрирования τ можно избавиться от непо-
движных бесконечностей. Из указанных свойств ядра M(t, τ) и свободного члена
~Q∗ следует, что всякие ограниченные и интегрируемые решения систем уравне-
ний Фредгольма (11) на концах 0, T ведут себя как t

1
2+θ(T − t)

1
2−θ, если a и b

одинакового знака, или как t
1
2−θ(T − t)

1
2+θ, если же a и b разного знака.

В силу леммы о принадлежности классу Гельдера интеграла типа Коши на
концах контура интегрирования (см. [12, 13]) при выполнении неравенства 1+γ

4 <
1
2 − θ (θ < 1

4 ) получим, что решения уравнений Фредгольма (11) принадлежат
пространству H

1+γ
4 (0, 1) и обращаются в нуль на концах 0, 1 порядка 1+γ

4 . Кроме
того, решения уравнений Фредгольма (11) удовлетворяют условию Гельдера с
показателем 1

2 − θ при 1− 4θ < γ < 1 и условию Гельдера с показателем 1
2 − θ− ε

при γ = 1− 4θ.
Разрешимость системы уравнений Фредгольма (11) следует из единственно-

сти решения основной задачи (1)–(3) и однозначности представления их через
потенциалы. Так как решения уравнения (1) ищутся из пространства H

p,p/4
x t , то

для разрешимости задачи (1)–(3) получим 4l условий разрешимости [8, 9]

Ls(u0, uT ) = 0, s = 1, . . . , 4l. (12)

Теорема 1. Пусть u0, uT ∈ Hp (p = 4l +γ). Тогда при выполнении 4l условий
(12) существует единственное решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям
(2), (3) из пространства (θ = 1

π arctan |ab | < 1
4 )

1) H
p,
x

p/4
t , если 0 < γ < 1− 4θ;

2) H
q,
x

q/4
t , q = 4l + 1− 4θ, если 1− 4θ < γ < 1;

3) H
q−ε,
x

(q−ε)/4
t , если γ = 1 − 4θ, где ε — сколь угодно малая положительная

постоянная.

Замечание. Если выполнены условия теоремы при θ ≥ 1
4 , то, как показано

в [7], единственное решение задачи (1)–(3) существует из искомого пространства
H

p,
x

p/4
t при выполнении 6l + 2 условий вида (12).

Пример 1. Для уравнения (1) с начальными условиями (2) рассмотрим усло-
вия склеивания (3) при σ0 = 1, σ1 = 1, σ2 = −1, σ3 = −1. В этом случае система
сингулярных уравнений (7) будет иметь вид

(
√

2 + 1)E~β(t)− (
√

2 + 1)E
π

T∫

0

~β(τ)
τ − t

dτ = ~G,

и единственное решение исходной задачи существует при выполнении 6l+2 усло-
вий вида (12).

Пример 2. Для уравнения (1) с начальными условиями (2) рассмотрим усло-
вия склеивания (3) при σ0 = 1, σ1 = −1, σ2 = 1, σ3 = −1. В этом случае система
сингулярных уравнений (7) будет иметь вид

(
√

2− 1)E~β(t)− (
√

2 + 1)E
π

T∫

0

~β(τ)
τ − t

dτ = ~G,
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в этом случае θ = 1
π arctan

√
2−1√
2+1

≈ 0, 054 < 0, 25 и мы находимся в условиях
доказанной теоремы и единственное решение исходной задачи существует при
выполнении 4l условий (12).

2. Уравнения второго порядка

В области Q рассмотрим уравнение

g(x) ut = uxx, g(x) = sgn x. (13)

В пространстве Гельдера H
p,p/2
x t (Q±), p = 2l + γ, 0 < γ < 1, ищется решение

уравнения (13), удовлетворяющее следующим начальным условиям

u(x, 0) = ϕ1(x), x > 0; u(x, T ) = ϕ2(x), x < 0, (14)

и условиям склеивания

u(−0, t) = u(+0, t), z · ux(−0, t) = ux(+0, t), (15)

где l ≥ 1 — целое число, Q± = R± × (0, T ), z = r · exp (iϕ) — комплексное число.
Для удобства вместо уравнения (13) будем рассматривать систему уравнений

u1
t = u1

xx, −u2
t = u2

xx (16)

в области Q+. При этом начальные условия и условия склеивания будут иметь
вид

u1(x, 0) = ϕ1(x), u2(x, T ) = ϕ2(x), x > 0, (17)

u1(0, t) = u2(0, t), u1
x(0, t) + z · u2

x(0, t) = 0. (18)

Будем предполагать, что ϕi(x) ∈ Hp(R) (i = 1, 2). Тогда функции

ω1(x, t) = 1
2
√

πt

∫
R

exp
(
− (x−ξ)2

4t

)
ϕ1(ξ) dξ,

ω2(x, t) = 1

2
√

π(T−t)

∫
R

exp
(
− (x−ξ)2

4(T−t)

)
ϕ2(ξ) dξ,

являются решениями уравнений (16), удовлетворяющими условиям (17) в R. В
силу метода исследования будем пользоваться интегральным представлением ре-
шения для системы уравнений (16)

u1(x, t) = 1
2
√

π

t∫
0

x exp
(
− x2

4(t−τ)

)
(t− τ)−

3
2 α(τ) dτ + ω1(x, t),

u2(x, t) = − 1
2
√

π

T∫
t

x exp
(
− x2

4(τ−t)

)
(τ − t)−

3
2 β(τ) dτ + ω2(x, t).

(19)

Функции, представленные формулами (19), удовлетворяют начальным условиям
(17) и уравнениям (16) соответственно.

Согласно [16, 13] uk принадлежат пространству H
p,p/2
x t , если введенные нами

неизвестные плотности α(t), β(t) принадлежат пространству Hp/2, причем

α(s)(0) = β(s)(T ) = 0 (s = 0, . . . , l).
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Из условий склеивания (18) получим систему уравнений относительно α, β





α(t) + ω1(0, t) = −β(t) + ω2(0, t),

− 1√
π
t−

1
2 α(0)− 1√

π

t∫
0

α′(τ)

(t−τ)
1
2

dτ + ω1x(0, t)

+ z√
π
(T − t)−

1
2 β(T )− z√

π

T∫
t

β′(τ)

(τ−t)
1
2

dτ + z · ω2x(0, t) = 0,

или




α(t) + β(t) = Φ0(t),
t∫
0

α′(τ)

(t−τ)
1
2

dτ + z ·
T∫
t

β′(τ)

(τ−t)
1
2

dτ + t−
1
2 α(0)− z · (T − t)−

1
2 β(T ) = Φ1(t),

(20)

где
Φ0(t) = ω2(0, t)− ω1(0, t),

Φ1(t) =
√

π(z · ω2x(0, t) + ω1x(0, t)).

При выполнении условий

β(0) = Φ0(0), β(T ) = 0 (21)

систему уравнений (20) можно переписать так




α(t) + β(t) = Φ0(t),
t∫
0

α′(τ)

(t−τ)
1
2

dτ + z ·
T∫
t

β′(τ)

(τ−t)
1
2

dτ = Φ1(t).
(22)

Отметим, что первое условие в (21) необходимо и достаточно для того, чтобы
было выполнено условие α(0) = 0.

Если второе уравнение в (22) обратить при помощи известных формул обра-
щения оператора Абеля, то





α(t) + β(t) = Φ0(t),

α′(t) + z
π

T∫
0

( τ
t )1/2 β′(τ)

τ−t dτ = 1
π

d
dt

t∫
0

Φ1(τ)

(t−τ)
1
2

dτ.
(23)

Введем обозначения F s
0 (t) = Φ(s)

0 (t)− Φ(s)
0 (0),

F s
1 (t) =

1
π

d

dt

t∫

0

Φ(s−1)
1 (τ)− Φ(s−1)

1 (0)
(t− τ)

1
2

dτ (s = 1, . . . , l).

Легко видеть, что F l
0(t), F l

1(t) принадлежат пространству Гельдера с показателем
γ/2, причем F l

0(t) = F l
1(t) = O(tγ/2) для малых t.

Предположим, что функции α(t), β(t) принадлежат пространству Hp/2(0, T ).
Тогда из системы (23) следует, что

z ·
T∫

0

β′(τ)
τ1/2

dτ = Φ1(0). (24)

При выполнении (24) систему (23) можно переписать так




α′(t) + β′(t) = Φ′0(0) + F 1
0 (t),

α′(t) + z
π

T∫
0

( t
τ )1/2 β′(τ)

τ−t dτ = F 1
1 (t).

(25)
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Пусть выполнены условия

β′(0) = Φ′0(0), β′(T ) = 0, (26)

введем в системе (25) новые искомые функции β̄′(t) = β′(t) − β′(0)T−t
T . Тогда

систему (25) представим в виде




α′(t) + β̄′(t) = β′(0) t
T + F 1

0 (t),

α′(t) + z
π

T∫
0

( t
τ )1/2 β̄′(τ)

τ−t dτ = 4z
π β′(0)F (− 1

2 , 1, 3
2 ; t

T )( t
T )

1
2 + F 1

1 (t),
(27)

где

1
π

T∫

0

(
t

τ

) 1
2 T − τ

T (τ − t)
dτ = − 4

π
F

(
− 1

2
, 1,

3
2
;

t

T

)(
t

T

) 1
2

.

Далее, если l > 1, то продифференцируем полученную систему уравнений (27)




α′′(t) + β̄′′(t) = Φ′′0(t),

α′′(t) + z
2π

(
t−

1
2

T∫
0

β̄′(τ)
τ1/2(τ−t)

dτ + t
1
2 d

dt

T∫
0

β̄′(τ)
τ1/2(τ−t)

dτ

)

= 2z
Tπ β′(0)F (− 1

2 , 1, 1
2 ; t

T )( t
T )−

1
2 + 1

π Φ′1(0)t−
1
2 + F 2

1 (t).

(28)

Из этой системы следует, что

z

2

T∫

0

β̄′(τ)
τ3/2

dτ = 2
z√
T

β′(0) + Φ′1(0). (29)

Систему (28) при выполнении условия (29) и β′(T ) = 0 можно переписать в виде




α′′(t) + β′′(t) = Φ′′0(0) + F 2
0 (t),

α′′(t) + z
π

T∫
0

( t
τ )1/2 β′′(τ)

τ−t dτ = F 2
1 (t).

(30)

Таким образом, мы получили уравнения (30), имеющие точно такой же вид,
как и уравнения (25). Легко видеть, что при выполнении условий





β(s)(0) = Φ(s)
0 (0), β(s)(T ) = 0,

z
2

T∫
0

β(s)(τ)−β(s)(0) T−τ
T

τ3/2 dτ = 2 z√
T

β(s)(0) + Φ(s)
1 (0), s = 2, . . . , l − 1,

(31)

получим систему уравнений




α(l)(t) + β(l)(t) = Φ(l)
0 (0) + F l

0(t),

α(l)(t) + z
π

T∫
0

( t
τ )1/2 β(l)(τ)

τ−t dτ = F l
1(t).

(32)

Потребуем выполнение условий

β(l)(0) = Φ(l)
0 (0), β(l)(T ) = 0 (33)

и введем новую искомую функцию β̃(l)(t) = β(l)(t) − β(l)(0)T−t
T . Тогда систему

(32) можно переписать в виде




α(l)(t) + β̃(l)(t) = F
l

0 (t),

α(l)(t) + z
π

T∫
0

( t
τ )1/2 β̃(l)(τ)

τ−t dτ = F
l

1 (t),
(34)
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где F
l

0 (t) = β(l)(0) t
T + F l

0(t), F
l

1 (t) = 4z
π β(l)(0)F (− 1

2 , 1, 3
2 ; t

T )( t
T )

1
2 + F l

1(t), при-
надлежат пространству Hγ/2(0, T ), причем F

l

0 (t) = F
l

1 (t) = O(tγ/2) для малых
t.

Исключая α(l)(t) в системе (34), получим сингулярное уравнение относитель-
но β̃(l)(t)

β̃(l)(t)− z

π

T∫

0

(
t

τ

)1/2
β̃(l)(τ)
τ − t

dτ = Q(t), (35)

где
Q(t) = F

l

0 (t)− F
l

1 (t).

Сингулярное интегральное уравнение (35) будем рассматривать как уравнение
относительно β0(t) = β̃(l)t−

1
2 . Найдем решения β0(t), неограниченные при t = 0

(допускающие особенность меньше единицы) и ограниченные при t = T . Для
этого введем кусочно-голоморфную функцию (см. [2, 3])

Ψ(η) =
1

2πi

T∫

0

β0(τ)
τ − η

dτ.

Тогда на основании формул Сохоцкого – Племеля уравнение (35) эквивалентно
решению краевой задачи Римана

Ψ+(t) =
1 + i · z
1− i · zΨ−(t) +

Q(t)
t

1
2 (1− i · z)

, t ∈ (0, T ),

Ψ+(t) = Ψ−(t), t ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞),

при дополнительном условии Ψ(∞) = 0. Отметим, что

G =
1 + i · z
1− i · z =

(1− r sin ϕ) + i · r cosϕ

(1 + r sin ϕ)− i · r cosϕ
,

exp
(

1
2πi

T∫

0

ln G

τ − η
dτ

)
= (η − T )θ−θ1·iη−θ+θ1·i, θ1 =

ln |G|
2π

,

θ =
1
2π

(
arctan

r cos ϕ

1− r sin ϕ
+ arctan

r cosϕ

1 + r sin ϕ

)

при |r sin ϕ| ≤ 1, ϕ ∈ (−π
2 ; π

2 ) и при |r sin ϕ| > 1, ϕ ∈ (−π
2 ; 0) ∪ (π

2 ; π), кроме того,

exp
(

1
2πi

T∫

0

ln G

τ − η
dτ

)
= (η − T )−θ−θ1·iηθ+θ1·i

при |r sin ϕ| ≤ 1, ϕ ∈ (−π;−π
2 ) ∪ (π

2 ;π) и при |r sinϕ| > 1, ϕ ∈ (−π;−π
2 ) ∪ (0; π

2 ).
В указанном выше классе каноническая функция равна χ(η) = (η − T )θη−θω(η)
или χ(η) = (η − T )1−θη−1+θω(z), индекс κ = 0, где ω(η) = (η − T )−θ1·iηθ1·i.

Согласно общей теории [2, 3]

Ψ(η) =
χ(η)
2πi

T∫

0

Q(τ)
τ

1
2 (1 + r sinϕ− i · r cosϕ)χ+(τ)(τ − η)

dτ.
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Тогда

β̃(l)(t) = t
1
2 (Ψ+(t)−Ψ−(t))

=
Q(t)

1 + z2
+

z

π(1 + z2)
(T − t)θt

1
2−θω(t)

T∫

0

Q(τ)
(T − τ)θτ

1
2−θω(τ)(τ − t)

dτ, (36)

или

β̃(l)(t) =
Q(t)

1 + z2

+
z

π(1 + z2)
(T − t)1−θt−

1
2+θω(t)

T∫

0

Q(τ)
(T − τ)1−θτ−

1
2+θω(τ)(τ − t)

dτ. (37)

Из формулы (37) следует, что β̃(l)(0) = 0 тогда и только тогда, когда

T∫

0

Q(τ)
(T − τ)1−θτ

1
2+θω(τ)

dτ = 0. (38)

При выполнении (38) формула (37) примет вид

β̃(l)(t) =
Q(t)

1 + z2

+
z

π(1 + z2)
(T − t)1−θt

1
2+θω(t)

T∫

0

Q(τ)
(T − τ)1−θτ

1
2+θω(τ)(τ − t)

dτ. (39)

Так как Q(t) принадлежит пространству Hγ/2(0, T ), то функция β̃(l)(t), представ-
ленная формулами (36), (39), удовлетворяет условию Гельдера с показателем γ

2
во всех точках контура (0, T ) отличных от концов. Рассмотрим его поведение на
концах. Согласно формуле поведения интеграла типа Коши на концах контура
интегрирования [3, c. 76] легко видеть, что β̃(l)(0) = β̃(l)(T ) = 0. Для дальнейшего
исследования поведения их на концах контура воспользуемся леммой Мусхели-
швили – Терсенова [3, c. 82–86; 1, c. 14–17].

В силу этой леммы получаем, что, если θ ≥ 1
4 , то в формуле (36) функция

β̃(l)(t) удовлетворяет условию Гельдера с показателем γ
2 при 0 < γ < 1 − 2θ,

условию Гельдера с показателем 1
2 − θ при 1 − 2θ < γ < 1 и условию Гельдера

с показателем 1
2 − θ − ε при γ = 1 − 2θ. Кроме того, заметим, что если θ ≤ 1

4 ,
то функция β̃(l)(t) удовлетворяет условию Гельдера с показателем γ

2 при 0 <
γ < 2θ, условию Гельдера с показателем θ при 2θ < γ < 1 и условию Гельдера с
показателем θ − ε при γ = 2θ.

В формуле (39) в силу леммыМусхелишвили – Терсенова и в силу неравенства
γ
2 < min{1 − θ, 1

2 + θ} при 0 < γ < 1 функция β̃(l)(t) удовлетворяет условию
Гельдера с показателем γ

2 .
Таким образом, при выполнении условий (21), (24), (26), (29), (31), (33), име-

ющих вид




z ·
T∫
0

β′(τ)
τ1/2 dτ = Φ1(0),

z
2

T∫
0

β(s)(τ)−Φ
(s)
0 (0) T−τ

T

τ3/2 dτ = 2 z√
T

Φ(s)
0 (0) + Φ(s)

1 (0), s = 1, . . . , l − 1,

β(k)(T ) = 0, k = 0, 1, . . . , l − 1,

(40)
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мы получили функцию β(t) из искомого пространства Hp/2(0, T ), удовлетворяю-
щую условиям

β(s)(0) = Φ(s)
0 (0), s = 0, 1, . . . , l − 1, β(l)(T ) = 0.

Значения β(s)(t) определяются по формуле Тейлора

β(s)(t) =
l−1∑

k=s

Φ(k)
0 (0)

(k − s)!
tk−s +

1
(l − 1− s)!

t∫

0

(t− τ)l−1−sβ(l)(τ) dτ,

s = 0, 1, . . . , l − 1.

Тогда для выполнения условий β(k)(T ) = 0 при k = 0, 1, . . . , l − 1 необходимо и
достаточно, чтобы

0 =
l−1∑

k=s

Φ(k)
0 (0)

(k − s)!
T k−s +

1
(l − 1− s)!

T∫

0

(T − τ)l−1−sβ(l)(τ) dτ,

s = 0, 1, . . . , l − 1. (41)

Подставив найденные значения функций β(s)(t) в первые l условий (40), получим




z
2(l−1−s)!

T∫
0

τ l−s−3/2 dτ
1∫
0

(1− σ)l−1−sβ(l)(στ) dσ =

− z
2

l−1∑
k=s+1

Φ
(k)
0 (0)T k−s−1/2

(k−s)!(k−s−1/2) + z√
T

Φ(s)
0 (0) + Φ(s)

1 (0),

s = 0, . . . , l − 1.

(42)

Отметим, что функция β(l)(t) дана формулой (36).
Во втором случае при выполнении условий аналогичных (21), (24), (26), (29),

(31), (33) и (38) получим функцию β(t) по формуле (39) из искомого простран-
ства Hp/2(0, T ), удовлетворяющую условиям β(s)(0) = Φ(s)

0 (0) (s = 0, 1, . . . , l− 1),
β(l)(T ) = 0. Таким образом, доказаны

Теорема 2. Пусть ϕ1, ϕ2 ∈ Hp, p = 2l + γ, и |r sin ϕ| ≤ 1 при ϕ ∈ (−π
2 ; π

2 ),
|r sinϕ| > 1 при ϕ ∈ (−π

2 ; 0) ∪ (π
2 ; π).

Тогда при выполнении 2l условий (41), (42) существует хотя бы одно решение
уравнения (13), удовлетворяющее условиям (14), (15) из пространства

1) H
p,
x

p/2
t , если 0 < γ < min{2θ, 1− 2θ};

2) H
q,
x

q/2
t , q = 2l + min{2θ, 1− 2θ}, если min{2θ, 1− 2θ} < γ < 1;

3) H
q−ε,
x

(q−ε)/2
t , если γ = min{2θ, 1− 2θ}, где ε — сколь угодно малая положи-

тельная постоянная.

Теорема 3. Пусть ϕ1, ϕ2 ∈ Hp, p = 2l + γ и пусть при |r sin ϕ| ≤ 1, ϕ ∈
(−π;−π

2 ) ∪ (π
2 ;π), при |r sin ϕ| > 1, ϕ ∈ (−π;−π

2 ) ∪ (0; π
2 ).

Тогда при выполнении 2l+1 условий вида (41), (42) и (38) существует хотя бы
одно решение уравнения (13) из пространства H

p,
x

p/2
t , удовлетворяющее условиям

(14), (15).

Замечание. Случаи ϕ = 0 и ϕ = π были рассмотрены в работах [12, 13].
При ϕ = ±π

2 имеем G = 1∓r
1±r , следовательно, каноническая функция χ(η) =

(η−T )1−θ1·iη−1+θ1·i, θ1 = ln |G|
2π при 0 < r < 1 или χ(η) = (η−T )

1
2−θ1·iη−

1
2+θ1·i при

r > 1. При этом, очевидно, мы находимся в условиях теоремы аналогичной 3.
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