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НЕЛОКАЛЬНАЯ ЗАДАЧА
ДЛЯ ПАРАБОЛО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

С ДРОБНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ В КРАЕВОМ УСЛОВИИ

О. А. Репин

Для уравнения параболо-гиперболического типа исследована нелокальная за-
дача. Характерной особенностью этой задачи является присутствие в краевом
условии обобщенных дробных производных. Единственность решения доказана
с помощью принципа экстремума для операторов дробного дифференцирова-
ния, а существование решения рассматриваемой задачи эквивалентно сведено
к вопросу разрешимости интегральных уравнений Вольтерра и Фредгольма.

1. Постановка задачи

Рассмотрим уравнение смешанного параболо-гиперболического типа

0 =
{

Uxx − Uy, (y > 0),
|y|mUxx − Uyy, (m > 0, y < 0) (1)

в области D, которая представляет собой объединение квадрата D+ = ABMN с
вершинами в точках A(0, 0), B(1, 0), M(1, 1), N(0, 1), интервала J = AB = (0, 1)
и характеристического треугольника D− = ACB уравнения (1) с вершинами в
точках A, B и C( 1

2 ,−(m+2
4 )

2
m+2 ).

Заметим, что D+ и D− — соответственно параболическая и гиперболическая
части области D.

Уравнение (1) примечательно тем, что оно представляет собой простую мо-
дель уравнения смешанного параболо-гиперболического типа, для которого ли-
ния y = 0 изменения типа является характеристикой параболического уравнения.

Пусть Θ0 = x
2−i(m+2

4 x)
2

m+2 — аффикс точки пересечения характеристик урав-
нения (1), выходящих из точек (x, 0) ∈ J с характеристикой AC; (Iα,β,η

0+ f)(x) —
оператор обобщенного дробного интегродифференцирования в смысле М. Сайго
[1; 2, с. 326–327].

Для уравнения (1) изучим следующую нелокальную краевую задачу.

Задача. Найти решение U(x, y) уравнения (1) из класса U(x, y) ∈ C(D̄) ∩
C2(D+ ∪D−), удовлетворяющее краевым условиям

U(0, y) = ϕ1(y), U(1, y) = ϕ2(y)(y ∈ J̄),

a(x)(Iβ−1,1−2β,0
0+ U [Θ0])(x)

= b(x)xβ(I2β−1,0,1−β
0+ tβ−1U(t,−0))(x) + g(x) (x ∈ J, β =

m

2m + 4
), (2)
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U(x, +0) = U(x,−0) (x ∈ J̄),

lim
y→+0

Uy(x, y) = lim
y→−0

Uy(x, y) (x ∈ J). (3)

Здесь ϕ1,2(x), g(x), a(x), b(x) ∈ C(J̄) ∩ C2(J), ϕ1(0) = ϕ2(0) = 0, а функции
a(x) и b(x) являются разными по знаку для всех

x ∈ J̄ . (4)

Отметим, что рассматриваемая задача продолжает наши исследования для
уравнения (1), которые представлены в работе [3].

2. Единственность решения задачи

Пусть существует решение U(x, y) поставленной задачи для уравнения (1).
Введем обозначения

U(x, +0) = τ1(x), U(x,−0) = τ2(x),

lim
y→+0

Uy(x, y) = ν1(x), lim
y→−0

Uy(x, y) = ν2(x).

Из уравнения (1) непосредственно вытекает, что τ1(x) и ν1(x) связаны сле-
дующим соотношением, принесенным из параболической части D+ смешанной
области D на линию y = 0 [4, с. 98].

τ ′′1 (x) = ν1(x), τ1(0) = τ1(1) = 0, (5)

или

τ1(x) =

x∫

0

(x− t)ν1(t)dt + x

1∫

0

(t− 1)ν1(t)dt,

которое получатся из предыдущего решением однородной двухточечной зада-
чи (5).

Найдем функциональное соотношение между τ2(x) и ν2(x), принесенное на
линию y = 0 из гиперболической части D− области D. Для этого выпишем ре-
шение задачи Коши для уравнения (1) при y < 0, которое в характеристических
координатах

ξ = x− 2
m + 2

(−y)
m+2

2 , η = x +
2

m + 2
(−y)

m+2
2 ,

выражается формулой [5]

U(ξ, η) = γ1

η∫

ξ

τ2(t)(η − ξ)1−2βdt

(η − t)1−β(t− ξ)1−β
− γ2

η∫

ξ

ν2(t)dt

(η − t)β(t− ξ)β
, (6)

где

γ1 =
Γ(2β)
Γ2(β)

, γ2 =
1
2
(

4
m + 2

)2β Γ(1− 2β)
Γ2(1− β)

.

На основании (6) имеем

U [Θ0(x)] = γ1Γ(β)(Iβ,0,β−1
0+ τ2)(x)− γ2Γ(1− β)(I1−β,2β−1,β−1

0+ ν2)(x). (7)
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Подставив (7) в краевое условие (2) и используя соотношение

(Iα,β,η
0+ Iγ,δ,α+η

0+ f)(x) = (Iα+γ,β+δ,η
0+ f)(x)(γ > 0),

получим

γ1Γ(β)a(x)(I2β−1,1−2β,β−1
0+ τ2)(x)− γ2Γ(1− β)a(x)ν2(x)

= b(x)xβ(I2β−1,0,1−β
0+ tβ−1U(t,−0))(x) + g(x). (8)

Докажем, что справедливо следующее равенство

(I2β−1,0,1−β
0+ tβ−1τ2)(x) = x−β(D1−2β

0+ τ2)(x),

где (D1−2β
0+ τ2)(x) — оператор дробного дифференцирования в смысле Римана –

Лиувилля [2, с. 43; 6, с. 9].
Рассмотрим функцию

ψ1(x) = (I2β−1,0,1−β
0+ tβ−1τ2(t))(x) =

d

dx
(I2β,−1,−β

0+ tβ−1τ2(t))(x)

=
d

dx
[
x1−2β

Γ(2β)

x∫

0

(x− t)2β−1tβ−1F (2β − 1, β; 2β;
x− t

x
)τ2(t)dt]

=
1

Γ(2β)
d

dx
[

x∫

0

tβ−1(
x− t

x
)2β−1F (2β − 1, β; 2β;

x− t

x
)τ2(t)dt].

Введем функцию ψ1ε(x) = 1
Γ(2β)

d
dx [

x−ε∫
0

tβ−1(x−t
x )2β−1F (2β−1, β; 2β; x−t

x )τ2(t)dt]

и покажем, что ψ1(x) = lim
ε→0

ψ1ε(x) = x−β

Γ(2β)
d
dx

x∫
0

(x− t)2β−1τ2(t)dt.

Воспользуемся известными формулами

d

dz
(zαF (α, β; γ; z)) = αzα−1F (α + 1, β; γ; z), F (α, β; α; z) = (1− z)−β .

Тогда можно записать ψ1ε(x) = 1
Γ(2β) (x − ε)2β−1( ε

x )2β−1F (2β − 1, β; 2β; ε
x )

τ2(x− ε) + 2β−1
Γ(2β)x

−β
x−ε∫
0

(x− t)2β−2τ2(t)dt].

Заметим теперь, что 2β−1
Γ(2β)x

−β
x−ε∫
0

(x− t)2β−2τ2(t)dt] = x−β

Γ(2β)
d
dx

x−ε∫
0

(x− t)2β−1×

τ2(t)dt− x−β

Γ(2β) (ε)
2β−1τ2(x− ε).

А поэтому ψ1ε(x) = ε2β−1x−β

Γ(2β) [( x
x−ε )1−βF (2β − 1, β; 2β; ε

x )− 1]τ2(x− ε) + x−β

Γ(2β)×
d
dx

x−ε∫
0

(x− t)2β−1τ2(t)dt].

Поскольку F (2β − 1, β; 2β; ε
x ) = 1 + 0( ε

x ), то переходя к пределу при ε → 0,
получим

ψ1(x) = lim
ε→0

ψ1ε(x) =
x−β

Γ(2β)
d

dx

x∫

0

(x− t)2β−1τ2(t)dt = x−β(D1−2β
0+ τ2)(x). (9)
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Так как (I2β−1,1−2β,β−1
0+ ν2)(x) = (D1−2β

0+ ν2)(x), то, учитывая (9), из (8) имеем

ν2(x) = (
Γ(β)γ1

Γ(1− β)γ2
− b(x)

γ2Γ(1− β)a(x)
)(D1−2β

0+ τ2)(x)− g(x)
γ2Γ(1− β)a(x)

. (10)

Для доказательства единственности решения исходной задачи рассмотрим со-
ответствующую однородную задачу (ϕi(x) ≡ 0, i = 1, 2, g(x) ≡ 0).

Пусть положительный максимум функции U(x, y) достигается в точке (x0, 0) ∈
J . Тогда из (5) следует, что ν1(x0) = 0, а в соответствии с принципом экс-
тремума для операторов дробного дифференцирования [6] и условий (4) полу-
чаем ν2(x0) > 0. Это противоречит условию сопряжения (3). Если же в точке
(x0, 0) ∈ J функция U(x, y) достигает отрицательный минимум, то ν1(x0) = 0,
ν2(x0) < 0, что также противоречит условию сопряжения (3). Полученные про-
тиворечия и доказывают единственность решения исследуемой задачи.

3. Существование решения задачи

Докажем существование решения задачи, если a(x) = c1 = const, b(x) = c2 =
const.

Учитывая условия сопряжения (3), обозначая τ1(x) = τ2(x) = τ(x), ν1(x) =
ν2(x) = ν(x), исключая τ(x) из системы (3), (10), получим

ν(x) = κ1D
1−2β
0+ (

x∫

0

(x− t)ν(t)dt + x

1∫

0

(t− 1)ν(t)dt) + g1(x),

где

κ1 =
Γ(β)γ1

Γ(1− β)γ2
− c2

γ2Γ(1− β)c1
, g1(x) = − g(x)

γ2Γ(1− β)c1
.

Последнее уравнение (относительно ν(x)) перепишем в виде

ν(x) =
κ1

Γ(2β)
d

dx

x∫

0

(x− t)2β−1dt[

t∫

0

(t− s)ν(s)ds + t

1∫

0

(s− 1)ν(s)ds] + g1(x). (11)

На основании формулы перестановки Дирихле имеем

d

dx

x∫

0

(x− t)2β−1dt

t∫

0

(t− s)ν(s)ds =
d

dx

x∫

0

ν(s)ds

x∫

s

(x− t)2β−1(t− s)ds

=
d

dx
[B(2, 2β)

x∫

0

(x− s)2β+1ν(s)ds] =
1
2β

x∫

0

(x− s)2βν(s)ds. (12)

d

dx

x∫

0

(x− t)2β−1dt(t

1∫

0

(s− 1)ν(s)ds) =
d

dx

1∫

0

(s− 1)ν(s)ds

x∫

0

(x− t)2β−1tdt

=
d

dx

1∫

0

(s− 1)ν(s)dsx2β+1

1∫

0

(1− z)2β−1zdz =
1
2β

x2β

1∫

0

(s− 1)ν(s)ds. (13)
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С учетом (12) и (13) (11) примет вид

ν(x)− λ

x∫

0

(x− s)2βν(s)ds = λx2β

1∫

0

(s− 1)ν(s)ds + g1(x), (14)

где λ = κ1
2βΓ(2β) .

Уравнение вида (14) исследовано в [4, с. 101–104]. Будем использовать мето-
дику решения уравнения (14), предложенную авторами работы [4].

Пусть Γ(x, s, λ) резольвента ядра (x−s)2β оператора Вольтерра в левой части
уравнения (14). После обращения интегрального оператора Вольтерра, уравнение
(14) примет вид

ν(x)− λ

1∫

0

K(x, s)ν(s)ds = f(x), (15)

где

f(x) = g1(x) + λ

x∫

0

Γ(x, s, λ)g1(s)ds, (16)

K(x, s) = (s− 1)[x2β + λ

x∫

0

t2βΓ(x, t, λ)dt]. (17)

Так как g(x) ∈ C(J̄)∩C2(J), то и g1(x) ∈ C(J̄)∩C2(J). Поскольку резольвента
Γ(x, s, λ) в квадрате 0 ≤ x, s ≤ 1 ведет себя также, как ядро (x− s)2β , то в силу
(16) правая часть f(x) уравнения (15) обладает тем же свойством, что и g1(x).

Из (17) следует, что

K(x, s) ∈ C(0 ≤ x, s ≤ 1) ∩ C2(0 < x, s < 1).

Таким образом, если существует решение ν(x) интегрального уравнения Фред-
гольма второго рода (15), то оно принадлежит классу C(J̄) ∩ C2(J).

В работе [4, с. 102–104] доказано, что однородное уравнение

ν(x)− λ

1∫

0

K(x, s)ν(s)ds = 0,

соответствующее уравнению (15), не имеет решений отличных от тривиально-
го. Следовательно, по альтернативе Фредгольма неоднородное уравнение (15)
безусловно разрешимо, что и доказывает существование решения исследуемой
задачи.
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