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СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ И СОБСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ
ОДНОЙ ЗАДАЧИ ТИПА ФРАНКЛЯ

М. С. Салахитдинов, А. К. Уринов

В работе для общего уравнения Лаврентьева – Бицадзе с сингулярными ко-
эффициентами при младших членах поставлена и исследована краевая задача
типа задачи Франкля. Найдены собственные значения и собственные функции
этой задачи.

Рассмотрим оператор

L(U) ≡ Uxx + sign yUyy+

[1− sign(x + y)]x−1pUx + [1 + sign(x + y)]|y|−1pUy + λ sign(x + y)U,

где λ — комплексный параметр, p ∈ R, причем 0 < p < 1/2, в области Ω, ограни-
ченной дугой σ0 : x2 + y2 = 1, (x > 0, y > 0) и отрезками

AA∗ = {(x, y) : x = 0,−1 ≤ y ≤ 1} ,

A∗B = {(x, y) : x− y = 1,−1 ≤ y ≤ 0} .

Пусть далее

Ω0 = Ω ∩ (y > 0), Ω1 = Ω ∩ (x + y > 0) ∩ (y < 0),

Ω2 = Ω ∩ (x + y < 0) ∩ (x > 0), OB = {(x, y) : y = 0, 0 < x < 1} ,

OA = {(x, y) : x = 0, 0 < y < 1} , OA∗ = {(x, y) : x = 0, −1 < y < 0} .

Задача Φλ. Найти значения параметра λ и соответствующие им функции
U(x, y) 6≡ 0, удовлетворяющие условиям

U(x, y) ∈ C(Ω̄) ∩ C1(Ω0 ∪ σ0) ∩ C2(Ω0 ∪ Ω1 ∪ Ω2),

x−1Ux(x, y) ∈ C(Ω0 ∪OA), x2pUx(x, y) ∈ C(Ω2 ∪OA∗),

|y|2pUy(x, y) ∈ C(Ωj ∪OA), j = 0, 1,

L[U(x, y)] = 0, (x, y) ∈ Ω0 ∪ Ω1 ∪ Ω2, (1)

αU(x, y) + β
∂U(x, y)

∂n
= 0, (x, y) ∈ σ0, (2)

lim
x→0

x−1Ux(x, y) = 0, 0 < y < 1, (3)

lim
x→0

x2βUx(x, y) = 0, −1 < y < 0, (4)

U(0, y) = U(0,−y), 0 ≤ y ≤ 1, (5)

lim
y→−0

(−y)2pUy(x, y) = lim
y→+0

y2pUy(x, y), 0 < x < 1, (6)
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где α, β ∈ R, причем α2 + β2 6= 0, n — внешняя нормаль к σ0.

Ранее задачи на собственные значения для уравнения смешанного типа с
сингулярным коэффициентом изучены в [1–3].

Нетрудно убедиться [2, 4] в том, что решение уравнения (1) в областях Ω1 и
Ω2 соответственно представимо в виде

U(x, y) = γ1

1∫

0

τ1 [x + y(1− 2t)] [t(1− t)]p−1
Īp−1

[
2y

√
λt(1− t)

]
dt

− γ2(−y)1−2p

1∫

0

ν1 [x + y(1− 2t)] [t(1− t)]−p
Ī−p

[
2y

√
λt(1− t)

]
dt, (7)

U(x, y) = γ1

1∫

0

τ∗2 [y + x(1− 2t)] [t(1− t)]p−1
Īp−1

[
2x

√
λt(1− t)

]
dt

+ γ2x
1−2p

1∫

0

ν∗2 [y + x(1− 2t)] [t(1− t)]−p
Ī−p

[
2x

√
λt(1− t)

]
dt, (8)

где Īq(x) = (1 + q)(x/2)−qIq(x), Iq(x) — модифицированная функция Бесселя
порядка q,

γ1 = Γ(2p)/Γ2(p), γ2 = Γ(2− 2p)/Γ2(1− p),

τ1(x) = U(x, 0), ν1(x) = lim
y→0

(−y)2pUy(x, 0), 0 < x < 1,

τ∗2 (y) = U(0, y), ν∗2 (y) = lim
x→0

x2pUx(x, y), −1 < y < 0.

Полагая в (7), (8) y = −x, x ∈ [0, 1/2] и принимая во внимание непрерыв-
ность решения U(x, y) при переходе через линии x + y = 0, после некоторых
преобразований, имеем

γ1x
1−2p

x∫

0

[τ1(t)− τ∗2 (−t)][t(x− t)]p−1Ip−1[
√

λt(x− t)]dt

− γ2

x∫

0

[ν1(t) + ν∗2 (−t)][t(x− t)]−pĪ−p

[√
λt(x− t)

]
dt = 0, 0 ≤ x ≤ 1.

Обращая последнее уравнение [5] относительно τ1(x)− τ∗2 (−x) и принимая во
внимание условия (4), (5), находим

τ1(x)− τ2(x) = γ3

x∫

0

ν1(t)(x− t)−2pJ̄−p

[√
λ(x− t)

]
dt, ≤ x ≤ 1, (9)

где τ2(x) = U(0, x), 0 ≤ x ≤ 1, γ3 = 22p−1Γ[p]/[Γ(1 − p)Γ(2p)], J̄−p(x) = Γ(1 −
p)(x/2)pJ−p(x), J−p(x) — функция Бесселя первого рода порядка (−p).

Отсюда, учитывая условие (6), заключаем, что задача Φλ в области Ω0 экви-
валентна следующей эллиптической задаче Cλ: найти те значения параметра λ,
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при которых существуют нетривиальные регулярные в области Ω0 решения урав-
нения (1), удовлетворяющие условиям (2), (3), (9) и

U ∈ C(Ω̄0) ∩ C1(Ω0 ∪ σ0), x−1Ux ∈ C(Ω0 ∪OA), y2pUy ∈ C(Ω0 ∪OB).

Выполнив замену переменных x = r cos ϕ, y = r sinϕ (0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ π/2),
решение задачи Cλ ищем в виде U(x, y) = R(r)Φ(ϕ). Тогда задача Cλ распадается
на две:

r2R′′(r) + (1 + 2p)rR′(r) + (λr2 − µ2)R(r) = 0, 0 < r < 1, (10)

|R(0)| < +∞, αR(r) + βR′(r) = 0, r = 1, (11)

Φ(ϕ) + 2p ctg ϕ · Φ′(ϕ) + µ2Φ(ϕ) = 0, 0 < ϕ < π, (12)

lim
ϕ→π/2

[cos ϕ]−1Φ′(ϕ) = 0, (13)

[Φ(0)− Φ(π/2)]R(r) = γ3Γ(1− p)
(
2
√

λ
)

p

×
[

lim
ϕ→0

Φ′(ϕ)(sinϕ)2p

] r∫

0

(r − t)−pt2p−1 R(t)J−p

[√
λ(r − t)

]
dt, (14)

где m — константа разделения.
Ограниченным в r = 0 решением уравнения (10) при λ 6= 0 является функция

R(r) = r−pJω

(√
λr

)
, ω =

√
p2 + µ2. Подставляя эту функцию в (14) и используя

формулу [6]

r∫

0

t`(r − t)−`−1J`(t)Jq(r − t)dt =
(2r)`Γ(` + 1/2)Γ(q − `)√

πΓ(` + q + 1)
Jq(r),

Re q > Re ` > −1/2,

находим

Φ(0)− Φ(π/2) = lim
ϕ→0

[
Φ′(ϕ)(sin ϕ)2p

]

× Γ
(

1
2
− p

)
Γ(ω + p)/[Γ(p + 1/2)Γ(1 + ω − p)]. (15)

Пользуясь заменой ψ = sin2 ϕ и решениями гипергеометрического уравнения
Гаусса, нетрудно убедиться в том, что общее решение уравнения (12) имеет вид

Φ(ϕ) = c0 F (a, b, c; sin2 ϕ) + c1
0(sin

2 ϕ)1−cF (1 + a− c, 1 + b− c, 2− c; sin2 ϕ), (16)

где c0, c1
0 — произвольные действительные числа, 2a = p+ω, 2b = p−ω, 2c = 1+2p,

F (a, b, c; x) — гипергеометрическая функция Гаусса.
Потребовав от функции (16) выполнения условий (13) и (15), находим, что

нетривиальные решения задачи (12)–(14) существуют лишь при

µ = µn =
√

ω2
n − p2,

где

ωn = p + 2n− 2
π

arctg
22p + sin pπ

cos pπ
, n = 1, 2, . . . ,
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и эти решения определяются формулами

Φn(ϕ) = cn[F (an, bn, c; sin2 ϕ)

+ kn(sin2 ϕ)1−cF (1 + an − c, 1 + bn − c), 2− c; sin2 ϕ)], (17)

где 2an = p + ωn, 2bn = p− ωn, 2c = 1 + 2p,

kn = Γ(c)Γ(1 + ωn − p)[1− F (an, bn, c; 1)]
× [2Γ(2− c)Γ(ωn + p) + Γ(c)Γ (1 + ωn − p)

× F (1 + an − c, 1 + bn − c, 2− c; 1)]−1
.

Подставляя в (10) µ = µn, (n = 1, 2, . . .) и используя условия (11), имеем

(α− pβ)Jωn

(√
λ
)

+ β
√

λJ ′ωn

(√
λ
)

= 0, n = 1, 2, . . . (18)

В силу ωn > 0, n = 1, 2, . . ., из теории бесселевых функций следует [7], что
если β = 0 или β 6= 0, (α/β)+2−(2/π) arctg[(22p+sin pπ)/ cos pπ] ≥ 0, то каждое из
уравнений (18) имеет только (счетное число) действительные корни. Обозначив
через θ

(ωk)
m m-ый корень уравнения (18) при n = k, получим собственные значения

λn,m =
[
θ
(ωn)
m

]
2, n,m = 1, 2, . . ., задачи Cλ (задачи Φλ ).

Соответствующие этим собственным значениям собственные функции в обла-
сти Ω0 даются формулами

Un,m(x, y) = cn,mr−pJωn(
√

λn,mr){F (an, bn, c; sin2 ϕ)

+ kn(sinϕ)1−2pF (1 + an − c, 1 + bn − c, 2− c; sin2 ϕ)}, (19)

где cn,m 6= 0 — произвольные действительные числа, n,m = 1, 2, . . .
Собственные функции задачи Φλ в области Ω1 определяются как решения

уравнений

Uxx − Uyy − 2p

y
Uy + λn,mU = 0, n, m = 1, 2, . . .

с начальными данными

U(x, 0) = Un,m(x, 0), lim
y→0

(−y)2pUy(x, y) = lim
y→0

y2p ∂

∂y
Un,m(x, y), 0 < x < 1,

а в области Ω2 — как решения задач

Uyy − Uxx − 2p

x
Ux + λn,mU = 0, n, m = 1, 2, . . . ,

U(0, y) = Un,m(0,−y), lim
x→0

x2p ∂

∂x
Un,m(x, y) = 0, −1 < y < 0,

и определяются формулами (7), (8) соответственно, где Un,m(x, y) — функции,
определяемые равенствами (19).
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