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УРАВНЕНИЯ ОСКОЛКОВА НА МНОГООБРАЗИИ БЕЗ КРАЯ

Г. А. Свиридюк, Д. Е. Шафранов

Описана морфология фазового пространства для уравнений Осколкова на глад-
ком компактном римановом многообразии без края.

Система уравнений

(λ−∇2)vt = ν∇2v − (v · ∇)v −∇p + f, ∇ · v = 0 (1)

моделирует динамику вязкоупругой несжимаемой жидкости Кельвина – Фойгта
[1]. Здесь v = col(v1, v2, . . . , vn), vk = vk(x, t) и f = col(f1, f2, . . . , fn), fk = fk(x)-
вектор-функции, отвечающие скорости и внешним силам; p = p(x, t)-функция,
соответствующая давлению; параметры λ, ν ∈ R+ характеризуют упругие и вяз-
кие свойства жидкости, причем экспериментально замечено, что отрицательные
значения параметра λ не противоречат физическому смыслу [2].

Система Осколкова относится к уравнениям соболевского типа, составляю-
щим ныне обширную область во множестве неклассических уравнений матема-
тической физики [3]. Разрешимость начально-краевых задач для уравнений (1)
изучалась ранее при различных постановках [4–7]. Мы рассмотрим разрешимость
задачи Коши для уравнений (1), заданных на ориентированном компактном ри-
мановом многообразии Ωn без края.

Данная статья организована следующим образом. В п. 1 содержатся уже из-
вестные результаты, почерпнутые из [8], гл. 4 и адаптированные к нашей ситуа-
ции. Результаты п. 2 тоже хорошо известны , хотя и разбросаны по нескольким
статьям [9–12]. В п. 3 приведен основной результат статьи — доказательство про-
стоты фазового пространства уравнений (1).

1. Относительно p-ограниченные операторы

Пусть U и F — банаховы пространства, операторы L,M ∈ L(U; F) (т. е. линей-
ны и непрерывны). Введем в рассмотрение L-резольвентное множество ρL(M) =
{µ ∈ C : (µL − M)−1 ∈ L(F; U)} и L-спектр σL(M) = C \ ρL(M) оператора M .
Назовем оператор M (L, σ)-ограниченным, если

∃ a ∈ R+ ∀µ ∈ C (|µ| > a) ⇒ (µ ∈ ρL(M)).

Если оператор M (L, σ)-ограничен, то при подходящем выборе контура γ (скажем
γ = {µ ∈ C : |µ| = r > a}) можно построить проекторы

P =
1

2πi

∫

γ

RL
µ (M)dµ ∈ L(U), Q =

1
2πi

∫

γ

LL
µ(M)dµ ∈ L(F),

где RL
µ (M) = (µL−M)−1L-правая, а LL

µ(M) = L( µL−M)−1-левая L-резольвенты
оператора M . Положим U0(F0) = kerP (kerQ), U1(F1) = im P (im Q) и через
Lk (Mk) обозначим сужение оператора L (M) на Uk , k = 0, 1.
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Теорема 1 (теорема о расщеплении). Пусть оператор M (L, σ)-ограничен,
тогда

(i) операторы Lk, Mk ∈ L(Uk; Fk), k = 0, 1;
(ii) существуют операторы M−1

0 ∈ L(F0;U0), L−1
1 ∈ L(F1; U1).

Положим G = M−1
0 L0 ∈ L(U0) , S = L−1

1 M1 ∈ L(U1), тогда L-резольвенту
(µL−M)−1 оператора M можно разложить в ряд Лорана

(µL−M)−1 = −
∞∑

k=0

µkGkM−1
0 (I−Q) +

∞∑

k=1

µ−kSk−1L−1
1 Q.

Определение. Точка ∞ для L-pезольвенты оператора M называется
(i) устpанимой особой точкой , если оператор G ≡ O;
(ii) полюсом поpядка p ∈ N, если оператор Gp 6= O, но Gp+1 ≡ O;
(iii) существенно особой точкой, если оператор Gq 6= O, q ∈ N.
Пусть kerL 6= {0}. Условимся вектоpы ϕ ∈ ker L\{0} называть собственными.

Упоpядоченное множество {ϕ1, ϕ2, . . .} называется цепочкой M -пpисоединенных
вектоpов собственного вектоpа ϕ0, если Lϕq+1 = Mϕq, q ∈ {0} ∪ N; ϕq 6∈ kerL \
{0}, q ∈ N. Цепочка M -пpисоединенных вектоpов может быть бесконечной. В
частности, она может быть заполнена нулями, если kerL ∩ kerM 6= {0}. Однако
она обязательно конечна, если существует число p ∈ N такое, что Mϕp 6∈ im L \
{0}. Порядковый номер M -пpисоединенного вектоpа называется его высотой.

Теорема 2. Пусть опеpатоp M (L, σ)-огpаничен, причем
(i) ∞ — устpанимая особая точка. Тогда U0 = kerL и ни один собственный

вектоp опеpатоpа L не имеет M -пpисоединенных вектоpов.
(ii) ∞ — полюс поpядка p. Тогда множество U0 \ {0} содержит только соб-

ственные и M -присоединенные векторы высоты не больше p.

Условимся в дальнейшем, во-первых, устранимую особую точку L-pезольвен-
ты опеpатоpа M считать полюсом порядка нуль, а во-вторых, опеpатоp M назы-
вать (L, p)-огpаниченным, если он (L, σ)-огpаничен, причем ∞ — полюс порядка
p ∈ {0} ∪N. Приведем достаточные условия (L, p)-ограниченности оператора M ,
которые в некотором смысле обращают теорему 3, в случае, когда оператор L
бирасщепляющий, т. е. его ядро и образ дополняемы в пространствах U и F со-
ответственно. Запишем первое условие.

(A1) Любая цепочка M -присоединенных векторов имеет длину, равную p ∈
{0} ∪ N.

Обозначим через coim L = U ª kerL - некоторое алгебраическое и топологи-
ческое дополнение к ядру kerL. Пусть L̃-сужение оператора L на coim L. В силу
теоремы Банаха существует оператор L̃−1 ∈ L(im L; coim L). В силу условия (A1)
существуют линеалы U0q = L̃−1M [U0q−1], U00 = kerL, q = 1, 2, . . . , p.

(A2) M [U0p]⊕ im L = F.

Теорема 3. Пусть опеpатоp L-бирасщепляющий и выполнены условия (A1)
и (A2). Тогда оператор M (L, p)-огpаничен.

2. Квазистационарные траектории

Пусть U и F-банаховы пространства, L, M ∈ (U,F), N ∈ Ck(U, F), k ∈ N∪{∞},
причем оператор M (L, p)-ограничен, p ∈ {0} ∪ N. Рассмотрим уравнение

Lu̇ = Mu + N(u). (2)
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Вектор функцию u ∈ Ck((−T, T ); U) назовем решением уравнения (2), если она
при некотором T ∈ R+ удовлетворяет этому уравнению. Решение u = u(t) урав-
нения (2) назовем решением задачи Коши

u(0) = u0, (3)

для уравнения (2), если оно удовлетворяет условию (3). В силу теоремы 1 мы
можем редуцировать уравнение (2) к эквивалентной системе

Gu̇0 = u0 + M−1
0 (I−Q)N(u) (4)

u̇1 = Su1 + L−1
1 QN(u) (5)

где u1 = Pu, u0 = u− u1.

Определение. Решение u = u(t) задачи (2), (3) называется квазистационар-
ной траекторией уравнения (2), проходящей через точку u0, если Gu̇0(t) ≡ 0
при всех t ∈ (−T, T ).

Очевидно, что любое стационарное решение задачи (2), (3) является квази-
стационарной траекторией, однако обратное неверно.

Далее будем рассматривать только квазистационарные траектории. Введем в
рассмотрение множество

M = {u ∈ U : (I−Q)(Mu + N(u)) = 0}

В силу теоремы 1 и уравнения (4) любая квазистационарная траектория u =
u(t) лежит в M.

Пусть u0 ∈ M, положим u1
0 = Pu0 ∈ U1. Будем говорить, что множество M

в точке u0 является банаховым Ck-многообразием, если существуют окрестно-
сти DM

0 ⊂ M и D1
0 ⊂ U1 точек u0 и u1

0 соответственно и Ck-диффеоморфизм
δ : DM

0 → D1
0 такой, что δ−1 равен сужению проектора P на DM

0 . Множество
M называется банаховым Ck-многообразием, моделируемым пространством U1,
если оно является банаховым Ck-многообразием в каждой своей точке.

Теорема 4 (см. [12]). Пусть в точке u0 множество M является банаховым Ck-
многообразием. Тогда существует единственная квазистационарная траектория
уравнения (2), проходящая через точку u0.

3. Морфология фазового пространства

Пусть Ωn — n-мерное ориентированное гладкое (т. е. класса C∞) компактное
связное риманово многообразие без края. Прежде чем редуцировать систему (1)
на Ωn к уравнению (2), запишем ее в виде

(λ−∇2)vt = ν∇2v − (v · ∇)v − p + f,∇(∇ · v) = 0. (6)

Обсуждение замены (2) → (6) см. в [13].
Пусть H0

k-гильбертово, а Hl
k-банаховы, l = 1, 2, пространства дифференциаль-

ных k-форм, определенных на Ωn; Hl
−1 = Hl

n+1 = {0}, l = 0, 1, 2.

Теорема 5 (теорема Ходжа – Кодаиры). Для любых k = 0, 1, . . . , n и l = 0, 1, 2
существует расщепление пространства Hl

k в прямую ортогональную сумму

Hl
k = Hl

kd ⊕ Hl
kδ ⊕ Hk∆,
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причем пространство Hk4 конечномерно.

Здесь ортогональность понимается в смысле скалярного произведения из H0
k,

а ∆-оператор Лапласа – Бельтрами.

Лемма 1. Формулой A = ∇2 : H2
k → H0

k задается линейный непрерывный
оператор с дискретным конечномерным спектром σ(A), сгущающимся только к
точке ∞, k = 0, 1, . . . , n.

Обозначим через Aδ (Ad) сужение оператора A на H2
kδ (H2

kd).

Лемма 2. Операторы Aδ, Ad ∈ L(H2
k; H0

k), причем σ(Aδ) = σ(Ad) = σ(A), и
A = AδΣ + AdΠ, k = 0, 1, . . . , n.

Здесь через Σ : H2
k → H2

kδ (Π : H2
k → H2

kd) обозначен ортопроектор (в смыс-
ле H0

k) вдоль H2
kd ⊕ Hk∆ (H2

kδ ⊕ Hk∆). В дальнейшем непрерывные расширения
проекторов Σ и Π на Hl

k, l = 0, 1 будем обозначать теми же символами.

Лемма 3. Формулой B = dδ : H2
k → H0

kd задается линейный непрерывный
оператор, kerB = H2

kδ.

Фиксируем k = 0, 1, . . . , n, положим U = H2
kδ ×H2

kd×H0
kd, F = H0

kδ ×H0
kd×H0

kd,
и формулами

L =




λ−Aδ O O
O λ−Ad O
O O O


 , M =




νAδ O O
O νAd −I
O B O




зададим операторы L,M ∈ L(U; F).

Теорема 6. При любых λ ∈ R, ν ∈ R \ {0} оператор M (L, 1)-ограничен.

Лемма 4. При любых n = 2, 3, 4 формулой C : α → α∧∗dα задается оператор
C ∈ C∞(H2

k; H0
k), k = 0, 1, . . . , n.

Построим оператор N = col(ΣC, ΠC,O), очевидно, N ∈ C∞(U; F). Итак, ре-
дукция (6) к (2) закончена.

Теорема 7. При любых λ ∈ R\σ(A), ν ∈ R\{0}, n = 2, 3, 4 фазовым простран-
ством уравнения (6) служит простое банахово C∞-многообразие M = {u ∈ U :
ΣC(uδ) = p}, моделируемое подпространством U1 = H2

kδ×{0}×{0} и содержащее
только квазистационарные траектории.
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