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СЛАБЫЕ РЕШЕНИЯ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ
С ДВУМЯ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ ДЛЯ ОБОБЩЕННОГО

УРАВНЕНИЯ ЗАХАРОВА – КУЗНЕЦОВА

А. В. Фаминский, Е. С. Байкова

В работе устанавливается теорема о существовании глобального по времени сла-
бого решения смешанной задачи с двумя краевыми условиями для обобщенного
уравнения Захарова – Кузнецова.

В работе рассматриваются вопросы нелокальной разрешимости смешанной
задачи для обобщенного уравнения Захарова – Кузнецова

ut − uxxx − uxyy + (g(u))x = f(t, x, y) (1)

в области Π+
T = (0, T ) × R2

+, где T > 0 — произвольно, R2
+ = {(x, y) : x > 0}, с

начальным условием

u
∣∣
t=0

= u0(x, y), (x, y) ∈ R2
+, (2)

и двумя краевыми условиями

u
∣∣
x=0

= u1(t, y), (t, y) ∈ ST = (0, T )× R, (3)

ux

∣∣
x=0

= u2(t, y), (t, y) ∈ ST . (4)

Предполагается, что функция g имеет не более чем квадратичный порядок
роста по u → ±∞. Случаю самого уравнения Захарова – Кузнецова соответствует
g(u) ≡ ±u2/2.

Альтернативной формой записи обобщенного уравнения Захарова – Кузнецо-
ва является уравнение

ut + uxxx + uxyy + (g(u))x = f. (5)

Очевидно, что замена x → −x (а также g → −g) переводит уравнение (1) в
уравнение (5), а область Π+

T в область Π−T = (0, T )× R2
− (R2

− = {(x, y) : x < 0}).
Уравнение Захарова – Кузнецова является одним из вариантов многомерного

обобщения знаменитого уравнения Кортевега – де Фриза

ut + uxxx + uux = f

и описывает распространение нелинейных волн в двумерной среде с дисперсией
(см. [1]). Волны движутся в направлении оси 0x и испытывают деформации в
поперечном направлении.
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Постановка смешанной задачи для уравнения (5) в области Π+
T требует толь-

ко одного краевого условия, например, (3). Различие в постановках задач для
уравнений (1) и (5) обусловлено различными свойствами линейных операторов
∂t± (∂3

x +∂x∂2
y). Впервые вопросы корректности смешанных задач для линейных

аналогов уравнений (1) и (5) (и даже более общих многомерных эволюционных
линейных уравнений нечетного порядка) были исследованы в работах [2, 3].

Нелокальная разрешимость и корректность задачи Коши для уравнения За-
харова – Кузнецова в различных функциональных пространствах ранее была
изучена в [4–6] (в первых 2–х статьях рассматривались более общие многомер-
ные эволюционные квазилинейные уравнения нечетного порядка). Аналогичные
результаты для смешанной задачи в области Π+

T с одним краевым условием (3)
для уравнения (5) были получены в [7, 8]. Задача же (1)–(4) ранее не изучалась.

В настоящей работе установлено существование слабых нелокальных реше-
ний задачи (1)–(4). Этот результат аналогичен полученному ранее результату
для смешанной задачи с двумя краевыми условиями для обобщенного уравне-
ния Кортевега – де Фриза, полученному в [9]. Методика исследования настоящей
работы также частично аналогична работе [9]. Полученные результаты являются
новыми и для самого уравнения Захарова – Кузнецова.

Положим Lp = Lp(R2), Hk = Hk(R2) = W k
2 (R2), Lp,+ = Lp(R2

+), Hk
+ =

Hk(R2
+).

Для описания свойств граничной функции u1 будем использовать анизотроп-
ные пространства Соболева дробного порядка

Hs1,s2 = Hs1,s2
t,y (R2) =

{
µ(t, y) : (1 + |λ|s1 + |η|s2)µ̂(λ, η) ∈ L2

}
,

где символом µ̂ = F [µ] обозначено преобразование Фурье функции µ:

µ̂(λ, η) =
∫∫

R2
e−i(λt+ηy)µ(t, y) dtdy, µ ∈ L1;

символ F−1[µ] используется для обратного преобразования Фурье.
Для области Ω ⊂ R2 через Hs1,s2(Ω) обозначим пространство сужений на Ω

функций из Hs1,s2 с естественной нормой.
Символом Cb,+ = Cb(R

2

+) обозначим пространство непрерывных ограничен-
ных в R2

+ функций.
Если X — банахово пространство, I — некоторый интервал вещественной оси,

то символ Lp(I;X ) используется в общепринятом смысле для обозначения изме-
римых по Бохнеру суммируемых со степенью p (существенно ограниченных при
p = +∞) отображений I в X . Через Cb(I;X ) будем обозначать пространство
непрерывных ограниченных отображений I в X (если I — ограниченный ин-
тервал, то символ “b” будем опускать). Символом Cw(I;X ) обозначим простран-
ство слабо непрерывных отображений I в X . Заметим, что если I ограничен, то
Cw(I;X ) ⊂ L∞(I;X ) (см. [10]). Положим для отображений I в X

W k
p (I;X ) = {f : f (j) ∈ Lp(I;X ), j = 0, . . . , k}.

Положим

λ+(f ;T ) = sup
m≥0

∫ T

0

∫ m+1

m

∫

R
f2(t, x, y) dydxdt.

Через σ(x) обозначим некоторую функцию из C∞(R) такую, что σ(x) = 0 при
x ≤ 0, σ(x) = 1 при x ≥ 1, σ′(x) > 0 при x ∈ (0, 1), σ(x) + σ(1− x) ≡ 1.

Символом fh будем обозначать среднюю функцию для функции f с парамет-
ром усреднения h.
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Дадим определение слабого (обобщенного) решения рассматриваемой задачи.

Определение 1. Функция u(t, x, y) ∈ L∞(0, T ;L2,+) называется слабым ре-
шением задачи (1)–(4), если для любой функции φ(t, x, y) такой, что

φ ∈ L2(0, T ; H3
+), φt ∈ L2(0, T ; L2,+), φ

∣∣
t=T

= 0, φ
∣∣
x=0

= 0,

справедливо равенство
∫∫∫

Π+
T

[
u(φt − φxxx − φxyy) + g(u)φx + fφ

]
dtdxdy

+
∫∫

R2
+

u0φ
∣∣
t=0

dxdy +
∫∫

ST

(u2φx

∣∣
x=0

−u1φxx

∣∣
x=0

) dtdy = 0. (6)

Сформулируем основной результат работы.

Теорема 1. Пусть u0 ∈ L2,+, u1 ∈ Hs/3,s(ST ) для некоторого s > 3/2,
u2 ∈ L2(ST ), f ∈ L1(0, T ;L2,+). Предположим также, что функция g ∈ C1(R)
удовлетворяет условию:

∃c0 > 0 ∀u ∈ R |g′(u)| ≤ c0(|u|+ 1), g(0) = 0.

Тогда существует слабое решение задачи (1)–(4) u(t, x, y) такое, что

u ∈ Cw([0, T ];L2,+), λ+(ux; T ) + λ+(uy; T ) < ∞.

В основе нелокальной теории разрешимости задачи Коши для уравнения За-
харова – Кузнецова лежит закон сохранения в пространстве L2. Если u(t, x, y)
— достаточно гладкое и убывающее вместе с производными на бесконечности
решение уравнения (1) (или (5)) при f ≡ 0, то

∫∫

R2
u2 dxdy = const.

Аналогично в случае рассматриваемой смешанной задачи, если умножить урав-
нение (1) на 2u(t, x, y) и проинтегрировать по R2

+, то нетрудно получить равенство

d

dt

∫∫

R2
+

u2 dxdy +
∫

R

(
2u1uxx

∣∣
x=0

− u2
2 − u2

1y −
∫ u1

0

g′(ϑ)ϑdϑ
)

dy = 2
∫∫

R2
+

fu dxdy.

(7)
Ясно, что при u1 ≡ 0 из равенства (7) легко следует априорная оценка решения
в L2,+. В случае же неоднородного краевого условия (3) получению подобной
оценки препятствует наличие члена u1uxx|x=0. Тогда естественно перейти к но-
вой функции U(t, x, y) ≡ u(t, x, y) − ψ(t, x, y), где вспомогательную функцию ψ
выбрать так, чтобы ψ|x=0 = u1. Функция U удовлетворяет однородному краево-
му условию (3), но при этом более сложному уравнению с переменными коэф-
фициентами, зависящими от ψ. Разумеется, подобный подход предполагает, что
свойства функции u1 должны обеспечить возможность ее продолжения в область
Π+

T так, чтобы из соответствующего аналога равенства (7) можно было получить
оценку решения u в пространстве L2,+.

В настоящей работе для построения функции ψ используется специальное
решение линеаризованного уравнения Захарова – Кузнецова

vt − vxxx − vxyy = 0 (8)



Слабые решения смешанной задачи 301

типа “граничного потенциала”. Рассмотрим алгебраическое уравнение

r3 − rη2 − iλ = 0, (λ, η) ∈ R2. (9)

Тогда при (λ, η) 6= (0, 0) существует единственный корень r0(λ, η) такой, что
<r0 < 0. Положим для функции µ ∈ L2 при x ≥ 0

J(t, x, y; µ) = F−1
t,y

[
er0(λ,η)xµ̂(λ, η)

]
(t, y). (10)

Лемма 1. 1) Для произвольной функции µ ∈ L2 функция J бесконечно диф-
ференцируема и удовлетворяет уравнению (8) при x > 0, (t, y) ∈ R2;

2) если µ ∈ H(s+1)/3,s+1 для некоторого s ≥ 0, то

‖J‖Cb(Rt;Hs
+) +

[s+1]∑

k=0

‖∂k
xJ‖Cb(Rx

+;H(s−k+1)/3,s−k+1) ≤ c(s)‖µ‖H(s+1)/3,s+1 , (11)

причем J(·, 0 + 0, ·) ≡ µ;
3) если µ ∈ H(2s+1)/6,s+1/2 для некоторого s ≥ 0, то

‖Jx‖L2(Rt;Hs
+) ≤ c(s)‖µ‖H(2s+1)/6,s+1/2 , (12)

в частности, при s > 3/2

‖Jx‖L2(Rt;Cb,+) ≤ c(s)‖µ‖Hs/3,s . (13)

Доказательство. Для корня r0(λ, η) уравнения (9), очевидно, справедливы
свойства

<r0 ≤ −c̃
(
|λ|1/3 + |η|

)
, |r0| ≤ c̃1

(
|λ|1/3 + |η|

)
(14)

для некоторых констант c̃ > 0 и c̃1 > 0, откуда вытекает свойство 1).
Далее, воспользуемся следующим неравенством, установленным в [11]: если

некоторая непрерывная функция γ(ϑ) удовлетворяет неравенству <γ(ϑ) ≤ −ε|ϑ|
для некоторого ε > 0 и любых ϑ ∈ R, то

∥∥∥
∫

R
eγ(ϑ)xf(ϑ) dϑ

∥∥∥
L2(Rx

+)
≤ c(ε)‖f‖L2 .

Поэтому, сделав замену λ = ϑ3 выводим, используя свойства (14), что равномерно
по t ∈ R

‖∂k
x∂m

y J‖Lx,y
2,+

≤ c‖ηmrk
0 (ϑ3, η)ϑ2µ̂(ϑ3, η)‖Lϑ,η

2

≤ c1

∥∥ηm(|λ|k/3 + |η|k)λ1/3µ̂(λ, η)
∥∥

Lλ,η
2

≤ c2‖µ‖H(k+m+1)/3,k+m+1 ,

откуда, применяя интерполяцию, получаем требуемую оценку для первого сла-
гаемого из левой части (11).

Кроме того непосредственно в силу определения пространств Hs1,s2 и свойств
(14) находим, что равномерно по x ≥ 0 при k ≤ s + 1

‖∂k
xJ(·, x, ·; µ)‖H(s−k+1)/3,s−k+1 ≤

∥∥(1 + |λ|1/3 + |η|)s−k+1rk
0 (λ, η)µ̂(λ, η)

∥∥
Lλ,η

2

≤ c‖µ‖H(s+1)/3,s+1 .

Оценка (12) следует из неравенства

‖∂k+1
x ∂m

y J‖L2(Rt×R2
+) ≤ c

∥∥ηm|r0(λ, η)|k+1/2µ̂(λ, η)
∥∥

L2
≤ c1‖µ‖H(k+m)/3+1/6,k+m+1/2
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и интерполяции, а оценка (13) вытекает из (12) в силу известной теоремы вло-
жения. Лемма доказана.

Замечание 1. Положим

µ̃(t, y) ≡ µ(−t, y), J̃(t, x, y;µ) ≡ J(−t, x, y; µ̃). (15)

Тогда нетрудно видеть, что функция J̃ при x > 0 удовлетворяет уравнению

vt + vxxx + vxyy = 0 (16)

и J̃(·, 0 + 0, ·) ≡ µ, то есть функцию J̃ можно назвать “граничным потенциалом”
для уравнения (16). Эта функция была введена и исследована в статьях [7, 8].
Свойства функции J , установленные в лемме 1, аналогичны свойствам функции
J̃ , установленным в этих работах. При этом для функции J̃ изначально было
получено другое представление, а именно,

J̃(t, x, y; µ) ≡
∫ t

−∞

∫

R
(3∂2

x + ∂2
y)G(t− τ, x, y − z)µ(τ, z) dzdτ,

где
G(t, x, y) ≡ F−1

x,y

[
eit(ξ3+ξη2)

]
(x, y).

Тогда в силу равенства (15) получаем следующее представление для функции J :

J(t, x, y;µ) ≡
∫ +∞

t

∫

R
(3∂2

x + ∂2
y)G(τ − t, x, y − z)µ(τ, z) dzdτ.

Прежде чем рассматривать задачу (1)–(4), изучим в Π+
T следующую регуля-

ризованную задачу:

Ut − Uxxx − Uxyy − 3δUxx − δUyy +
(
g(U + ψ(t, x, y))

)
x

= F (t, x, y), (17)

U
∣∣
t=0

= U0(x, y), U
∣∣
x=0

= 0, Ux

∣∣
x=0

= U2(t, y), (18)

где δ ≥ 0. Слабое решение этой задачи понимается аналогично Определению 1.

Лемма 2. Пусть δ > 0, U0 ∈ C∞0 (R2
+), U2 ∈ W 1

2 (0, T ; L2(R)), U2(0, y) ≡ 0,
ψ ∈ W 1

2 (0, T ; H1
+), F ∈ W 1

2 (0, T ; L2,+), g ∈ C1(R), g(0) = 0 и |g′(u)| ≤ c для
некоторой константы c > 0 и любого u ∈ R. Тогда существует слабое решение
U(t, x, y) задачи (17), (18) из пространства W 1

∞(0, T ;L2,+) ∩W 1
2 (0, T ; H1

+).

Доказательство. Решение рассматриваемой задачи будем строить методом
Галеркина. Пусть {ϕj(x, y), j = 1, 2, . . . } — линейно независимая полная система
функций в пространстве {ϕ ∈ H3

+ : ϕ|x=0 = 0}, причем если U0 6≡ 0, то ϕ1 ≡
U0. Приближенное решение vm задачи (17), (18) будем искать в виде линейной
комбинации

vm(t, x, y) =
m∑

j=1

cmj(t)ϕj(x, y),

исходя из условий
∫∫

R2
+

[
vmtϕl +vm(ϕlxxx +ϕlxyy−3δvmϕlxx−δvmϕlyy)−g(vm +ψ)ϕlx−Fϕl

]
dxdy

−
∫

R
U2ϕlx

∣∣
x=0

dy = 0 (19)



Слабые решения смешанной задачи 303

для t ∈ [0, T ], l = 1, 2, . . . , m;

vm(0, x, y) = U0(x, y). (20)

Очевидно, что локально по времени такие функции vm существуют. Докажем
для них оценки, равномерные по m. Умножив (19) на 2cml(t) и просуммировав
по l, получим, что

d

dt

∫∫

R2
+

v2
m dxdy +

∫

R
v2

mx

∣∣
x=0

dy + 2δ

∫∫

R2
+

(3v2
mx + v2

my) dxdy

− 2
∫∫

R2
+

g(vm + ψ)vmx dxdy = 2
∫∫

R2
+

Fvm dxdy + 2
∫

R
U2vmx

∣∣
x=0

dy, (21)

откуда, поскольку функция g имеет не более чем линейный рост, выводим, что
равномерно по m

‖vm‖L∞(0,T ;L2,+) + ‖vm‖L2(0,T ;H1
+) ≤ c. (22)

Заметим, что из неравенства (22) вытекает существование функций vm на всем
отрезке времени [0, T ].

Далее, положив в (19) t = 0, умножив его на c′ml(0) и просуммировав по l,
находим с учетом условия (20), что

∫∫

R2
+

v2
mt

∣∣
t=0

dxdy =
∫∫

R2
+

[
F

∣∣
t=0

+U0xxx + U0xyy + 3δU0xx + δU0yy

− g′
(
U0 + ψ

∣∣
t=0

)(
U0x + ψx

∣∣
t=0

)]
vmt

∣∣
t=0

dxdy,

откуда следует, что
‖vmt

∣∣
t=0
‖L2,+ ≤ c. (23)

Наконец, продифференцировав равенство (19) по t, умножив на 2c′ml(t) и про-
суммировав по l, получим аналогично (21), что

d

dt

∫∫

R2
+

v2
mt dxdy +

∫

R
v2

mtx

∣∣
x=0

dy + 2δ

∫∫

R2
+

(3v2
mtx + v2

mty) dxdy

− 2
∫∫

R2
+

g′(vm + ψ)(vmt + ψt)vmtx dxdy = 2
∫∫

R2
+

Ftvmt dx + 2
∫

R
U2tvmtx

∣∣
x=0

dy,

откуда с учетом (23) аналогично (22) выводим, что

‖vmt‖L∞(0,T ;L2,+) + ‖vmt‖L2(0,T ;H1
+) ≤ c. (24)

Оценки (22) и (24) позволяют построить искомое решение задачи (17), (18)
предельным переходом по m → +∞ (более подробно полностью аналогичные
рассуждения проведены в [9]). Лемма доказана.

Рассмотрим теперь линейный вариант задачи (17), (18).

Лемма 3. Пусть δ > 0, U0 ∈ L2,+, U2 ∈ L2(ST ), F ∈ L1(0, T ; L2,+), g ≡
0. Тогда существует единственное слабое решение U(t, x, y) задачи (17), (18) из
пространства C([0, T ];L2,+) ∩ L2(0, T ; H1

+) и для любой функции ρ(x) ∈ C3(R+)
такой, что |ρ(j)(x)| ≤ c ∀x ≥ 0, j = 0, . . . , 3, и любого t ∈ [0, T ]

∫∫

R2
+

U2(t, x, y)ρ(x) dxdy −
∫∫

R2
+

U2
0 ρ dxdy −

∫ t

0

∫∫

R2
+

(3U2
x + U2

y )ρ′ dxdydτ
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+
∫ t

0

∫∫

R2
+

U2ρ′′′ dxdydτ − ρ(0)
∫ t

0

∫

R
U2

2 dydτ + 2δ

∫ t

0

∫∫

R2
+

(3U2
x + U2

y )ρ dxdydτ

− 3δ

∫ t

0

∫∫

R2
+

U2ρ′ dxdydτ = 2
∫ t

0

∫∫

R2
+

FUρ dxdydτ. (25)

Доказательство. Единственность решения задачи (17), (18) при g ≡ 0 в
пространстве L∞(0, T ; L2,+) вытекает по принципу Хольмгрена из разрешимо-
сти в пространстве L2(0, T ;H3

+) ∩W 1
2 (0, T ; L2,+) сопряженной задачи, а именно,

смешанной задачи в Π+
T для уравнения

vt + vxxx + vxyy = f(t, x, y) ∈ C∞0 (Π+
T )

с нулевыми граничными условиями

v
∣∣
t=0

= 0, v
∣∣
x=0

= 0,

которая установлена в [1].
Существование решения задачи (17), (18) при g ≡ 0 в пространстве

L2(0, T ; H3
+) ∩W 1

2 (0, T ; L2,+) при гладких входных данных, например, при U0 ∈
C∞0 (R2

+), U2 ∈ C∞0 (ST ), F ∈ C∞0 (Π+
T ), также следует из результатов [1]. Равен-

ство (25) для подобных решений доказывается умножением (17) на 2U(t, x, y)ρ(x)
и последующим интегрированием. Тогда искомое слабое решение получается за-
мыканием на основе соответствующей равномерной оценки гладких решений в
пространстве C([0, T ];L2,+)∩L2(0, T ;H1

+), которая, очевидно, следует из (25) при
ρ ≡ 1. Лемма доказана.

Установим теперь основную априорную оценку.

Лемма 4. Пусть δ > 0 и выполнены условия теоремы 1. Пусть дополнительно
|g′(u)| ≤ c∗ для некоторой константы c∗ > 0 и любого u ∈ R. Предположим, что
U(t, x, y) ∈ C([0, T ];L2,+) ∩ L2(0, T ;H1

+) — слабое решение задачи (17), (18) для

ψ(t, x, y) ≡ J(t, x, y; u1)e−δx, (26)

U0 ≡ u0−ψ
∣∣
t=0

, U2 ≡ u2−ψx

∣∣
x=0

, F ≡ f−(ψt−ψxxx−ψxyy−3δψxx−δψyy). (27)

Тогда равномерно по δ и c∗

‖U‖C([0,T ];L2,+) + λ+(Ux; T ) + λ+(Uy; T )

≤ c(c0, T, s, ‖u0‖L2,+ , ‖u1‖Hs/3,s(ST ), ‖u2‖L2(ST ), ‖f‖L1(0,T ;L2,+)). (28)

Доказательство. Прежде всего заметим, что

ψt − ψxxx − ψxyy − 3δψxx − δψyy = 3δ2Jxe−δx − 2δ3Je−δx.

Тогда в силу оценок (11) и (12) при s = 0

ψ ∈ C([0, T ]; L2,+), ψx ∈ Cb(R
x

+; L2(ST )) ∩ L2(Π+
T ),

U0 ∈ L2,+, U2 ∈ L2(ST ), F ∈ L1(0, T ;L2,+)

с соответствующими оценками норм через величины, от которых зависит кон-
станта в правой части (28). Кроме того, g′(U + ψ)(Ux + ψx) ∈ L2(Π+

T ) (но здесь,
разумеется, норма зависит от константы c∗). Запишем для функции U равенство
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(25), в котором вместо F надо подставить F−g′(U+ψ)(Ux+ψx). Нетрудно видеть,
что

∫∫

R2
+

g′(U + ψ)(Ux + ψx)Uρdxdy

= −
∫∫

R2
+

∫ U

0

g′(θ + ψ)θ dθρ′ dxdy +
∫∫

R2
+

ψx

∫ U

0

g′(θ + ψ) dθρ dxdy. (29)

Полагая в (25) и (29) ρ(x) ≡ 1 выводим, используя оценку (13), что

‖U‖C([0,T ];L2,+) ≤ c, (30)

где константа c не зависит от δ и c∗.
Еще раз воспользуемся равенством (25), на этот раз для

ρ(x) = ρm(x) ≡ 1 + σ

(
2(m− x) + 3

4

)

для любого целого m ≥ 0 (тогда −ρ′m(x) ≥ const > 0 при x ∈ [m,m+1]). С учетом
уже полученной оценки (30) находим, что

∣∣∣
∫∫

R2
+

∫ U

0

g′(θ + ψ)θ dθρ′ dxdy
∣∣∣ ≤ c0

∫∫

R2
+

(|U |+ |ψ|+ 1)U2ρ′ dxdy

≤ c
(∫∫

R2
+

U4(ρ′)2 dxdy
)1/2(∫∫

R2
+

(U2 + ψ2) dxdy
)1/2

+ c

∫∫

R2
+

U2 dxdy

≤ c1

(∫∫

R2
+

(U2
x + U2

y )ρ′ dxdy
)1/2

+ c1,

и тогда из (25) следует, что равномерно по δ и c∗

λ+(Ux; T ) + λ+(Uy; T ) ≤ c.

Лемма доказана.

Вернемся к исходной задаче.

Доказательство теоремы 1. Слабое решение будем строить как предел
решений соответствующих регуляризованных задач. Для любого h ∈ (0, 1] поло-
жим

u1h(t, y) ≡ uh
1 (t, y), ψh(t, x, y) ≡ J(t, x, y;u1h)e−hx,

U0h(x, y) ≡ (
uh

0 (x, y)− ψh(0, x, y)
)
σ(x/h− 1)σ(1/h− x2 − y2),

U2h(t, y) ≡ (
uh

2 (t, y)− ψhx(t, 0, y)
)
σ(t/h),

Fh(t, x, y) ≡ fh(t, x, y)− (ψht − ψhxxx − ψhxyy − 3hψhxx − hψhyy)(t, x, y),

gh(u) ≡
∫ u

0

[
g′(v)σ(2− h|v|) + g′

(
2 sign v/h

)
σ(h|v| − 1)

]
dv

и рассмотрим семейство смешанных задач в Π+
T

Uht − Uhxxx − Uhxyy − 3hUhxx − hUhyy +
(
gh(Uh + ψh)

)
x

= Fh, (31)

Uh

∣∣
t=0

= U0h, Uh

∣∣
x=0

= 0, Uhx

∣∣
x=0

= U2h. (32)
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В силу леммы 2 существует решение задачи (31), (32) Uh ∈ W 1
∞(0, T ; L2,+) ∩

W 1
2 (0, T ; H1

+). Кроме того, функции u1h, ψh, U0h, U2h, Fh, gh соответствующим
образом аппроксимируют функции u1, J(·, ·, ·; u1), U0, U2, f , g, где функции U0, U2

определены по формулам (26), (27) при δ = 0. Тогда согласно (28) для функций
Uh справедлива равномерная по h оценка

‖Uh‖C([0,T ];L2,+) + λ+(Uhx;T ) + λ+(Uhy; T ) ≤ c. (33)

В силу самого уравнения (31) получаем также, что при 0 ≤ t1 < t2 ≤ T

‖Uh(t2, ·, ·)− Uh(t1, ·, ·)‖H−3
+
≤ ω(t2 − t1), (34)

где ω(t) → 0 при t → +0 и ω не зависит от h.
Оценки (33), (34) стандартным методом (см., например, [9]) позволяют сде-

лать предельный переход при h → 0 и построить решение U задачи (17), (18) при
δ = 0, ψ ≡ J(·, ·, ·; u1), а затем и искомое решение задачи (1)–(4) по формуле

u(t, x, y) ≡ U(t, x, y) + ψ(t, x, y).

Теорема доказана.

Замечание 2. Вопросы единственности слабых решений задачи (1)–(4) пока
остаются открытыми (в отличие от аналогичной задачи для уравнения Кортеве-
га – де Фриза, см. [9]).
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