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О НЕКОТОРЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ
УРАВНЕНИЯХ СОБОЛЕВСКОГО ТИПА

В. Е. Федоров

В работе с использованием методов теории вырожденных полугрупп операто-
ров показано локальное существование и единственность решения задачи Коши
для нестационарных полулинейных уравнений соболевского типа двух классов.
Абстрактные результаты проиллюстрированы на примерах систем уравнений
типа уравнений фазового поля.

Рассмотрим задачу Коши
u(t0) = u0 (1)

для уравнения соболевского типа

L u̇(t) = Mu(t) + N(t, u(t)), t ∈ (t0, T ), (2)

являющуюся абстрактной формой начально-краевых задач для многих уравне-
ний и систем уравнений в частных производных, моделирующих различные ре-
альные процессы [1–4]. Здесь U и F — банаховы пространства, операторы L ∈
L(U; F), M ∈ Cl(U; F). От нелинейного оператора N : J × U → F , заданного на
множестве J × U ⊂ R × U, потребуются некоторые свойства гладкости и допол-
нительные свойства, которые будут сформулированы позже.

Условиям существования локальных решений задачи (1), (2), как правило, с
оператором N(t, u) ≡ N(u), гладким в смысле Фреше по переменной u, посвя-
щены многочисленные работы Г. А. Свиридюка и его учеников (см., например,
[1, 3, 5] и ссылки там же). В них в частности замечено, что в случае kerL 6= {0}
задача (1), (2) разрешима лишь при начальных значениях u0, взятых из некото-
рого многообразия в U, так называемого фазового пространства уравнения (2),
и большое значение уделено исследованию морфологии этого многообразия.

Если существует оператор L−1 ∈ L(F; U), то уравнение (2) можно переписать
в виде

u̇(t) = L−1Mu(t) + L−1N(t, u(t)), t ∈ (t0, T ). (3)

В случае, когда оператор L−1M порождает аналитическую полугруппу опера-
торов, известна теорема о локальном существовании и единственности решения
задачи (1), (3) [6]. Цель данной работы — применить некоторые результаты тео-
рии вырожденных аналитических полугрупп [7–10] и результаты о локальной
разрешимости задачи (1), (3) при исследовании задачи Коши (1), (2) в случае
kerL 6= {0}. В этом случае уравнение редуцируется к системе двух уравне-
ний относительно двух независимых функций на взаимно дополнительных под-
пространствах — ядре и образе разрешающей полугруппы исходного уравнения
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(N ≡ 0). При некоторых предположениях на нелинейный оператор N эта система
уравнений принимает достаточно простой вид и поддается анализу.

Полученные абстрактные результаты проиллюстрированы на примерах на-
чально-краевых задач для систем уравнений в частных производных типа урав-
нений фазового поля.

1. Сильно (L, p)-секториальный оператор и уравнение с
секториальным оператором

Этот параграф содержит краткое изложение известных ранее используемых
в дальнейших рассмотрениях результатов.

Пусть U, F — банаховы пространства. Через L(U; F) будем обозначать бана-
хово пространство линейных непрерывных операторов, действующих из U в F.
Если F = U, то обозначение сократится до L(U). Множество линейных замкнутых
операторов с областями определения, плотными в пространстве U, действующих
в F, будем обозначать Cl(U; F). Множество операторов Cl(U; U) обозначим через
Cl(U).

Всюду в дальнейшем предполагаем, что операторы L ∈ L(U; F), M ∈ Cl(U;F).
Обозначим ρL(M) = {µ ∈ C : (µL − M)−1 ∈ L(F; U)}, RL

µ (M) = (µL − M)−1L,
LL

µ(M) = L(µL − M)−1, RL
(µ,p)(M) =

∏p
k=0 RL

µk
(M), LL

(µ,p)(M) =
∏p

k=0 LL
µk

(M),
R+ = {a ∈ R : a > 0}.

Определение 1. Оператор M называется сильно (L, p)-секториальным, если
(i) ∃a ∈ R ∃θ ∈ (π/2, π) Sa,θ ≡ {µ ∈ C : | arg(µ− a)| < θ} ⊂ ρL(M);
(ii) ∃K ∈ R+ ∀µk ∈ Sa,θ, k = 0, p,

max
{
‖RL

(µ,p)(M)‖L(U), ‖LL
(µ,p)(M)‖L(F)

}
≤ K

p∏
k=0

|µk − a|
;

(iii) существует плотный в F линеал
◦
F, такой, что

‖M(λL−M)−1LL
(µ,p)(M)f‖F ≤ const(f)

|λ− a|
p∏

k=0

|µk − a|
∀f ∈

◦
F

при любых λ, µ0, µ1, . . . , µp ∈ Sa,θ;
(iv) для всех λ, µ0, µ1, . . . , µp ∈ Sa,θ

‖RL
(µ,p)(M)(λL−M)−1‖L(F;U) ≤

K

|λ− a|
p∏

k=0

|µk − a|
.

Обозначим через U0 (F0) ядро kerRL
(µ,p)(M) (ker LL

(µ,p)(M)), а через U1 (F1) —
замыкание линеала imRL

(µ,p)(M) (imLL
(µ,p)(M)) в норме пространства U (F). Через

Mk (Lk) будем обозначать сужение оператора M (L) на domMk = Uk ∩ domM
(Uk), k = 0, 1.

Теорема 1 (см. [8]). Пусть оператор M сильно (L, p)-секториален. Тогда
(i) U = U0 ⊕ U1, F = F0 ⊕ F1;
(ii) Lk ∈ L(Uk; Fk), Mk ∈ Cl(Uk; Fk), k = 0, 1;
(iii) существуют операторы M−1

0 ∈ L(F0; U0) и L−1
1 ∈ L(F1; U1);
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(iv) оператор H = M−1
0 L0 ∈ L(U0) нильпотентен степени не больше p ;

(v) cуществует непрерывная в нуле аналитическая полугруппа {U(t) ∈ L(U) :
| arg t| < θ − π/2} уравнения Lu̇ = Mu;

(vi) инфинитезимальным генератором аналитической полугруппы {U1(t) =

U(t)
∣∣∣∣
U1

∈ L(U1) : | arg t| < θ − π/2} является оператор L−1
1 M1 ∈ Cl(U1).

Замечание 1. Проектор вдоль U0 на U1 (вдоль F0 на F1) обозначим через P
(Q). При доказательстве утверждения (ii) используется тот факт, что в условиях
теоремы 1 выполняются равенства QL = LP , QMu = MPu для u ∈ domM .

Замечание 2. В силу утверждения (vi) теоремы 1 и теоремы Иосиды [6]
оператор A ≡ L−1

1 M1 ∈ Cl(U1) секториален, т. е.

∃a ∈ R ∃θ ∈ (π/2, π) Sa,θ ≡ {µ ∈ C : | arg(µ− a)| < θ} ⊂ ρ(A);

∃K ∈ R+ ∀µ ∈ Sa,θ ‖(µI −A)−1‖L(U1) ≤
K

|µ− a| .

Возьмем b > a, тогда оператор A1 ≡ A − bI секториален с сектором Sa−b,θ,
содержащим точку 0. Определим, как в [6], пространство U1

α ≡ domAα
1 ⊂ U1 с

нормой ‖u‖α = ‖Aα
1 u‖U1 , где α ≥ 0.

Предположим, что оператор B отображает открытое множество U ⊂ R× U1
α

при некотором α ∈ [0, 1) в пространство U1 и является локально гельдеровым
по t и локально липшицевым по u на U . Другими словами, для любой точки
(t1, u1) ∈ U существует такая ее окрестность W ⊂ U , что для всех (t, u), (s, v) ∈ W

‖B(t, u)−B(s, v)‖U1 ≤ C(|t− s|θ + ‖u− v‖α)

при некоторых C, θ ∈ R+.

Определение 2. Решением задачи Коши (1) для уравнения

u̇(t) = Au(t) + B(t, u(t)) (4)

на интервале (t0, T ) называется такая функция u ∈ C([t0, T ); U1), удовлетворяю-
щая условию (1), что при всех t ∈ (t0, T ) выполняется: (t, u(t)) ∈ U , u(t) ∈ domA,
существует производная u̇(t), отображение t → B(t, u(t)) локально гельдерово,

t∫

t0

‖B(t, u(t))‖U1

(t− s)α
ds → 0 при t → t0+,

и на (t0, T ) удовлетворяется дифференциальное уравнение (4).

Теорема 2 (см. [6]). Пусть оператор A секториален, отображение B : U → U1

локально гельдерово по t и локально липшицево по u на открытом множестве
U ⊂ R × U1

α, α ∈ [0, 1). Тогда для любой точки (t0, u0) ∈ U существует такое
T = T (t0, u0) > t0, что задача (1), (4) имеет единственное решение на интервале
(t0, T ).

2. Локальная разрешимость уравнений соболевского типа

Определение 3. Пусть оператор N : U → F задан на множестве U ⊂
R × U. Решением задачи (1), (2) на интервале (t0, T ) назовем такую функцию
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u ∈ C([t0, T ); U), удовлетворяющую условию (1), что при всех t ∈ (t0, T ) выпол-
няется: (t, u(t)) ∈ U , u(t) ∈ domM , существует производная u̇(t), отображение
t → N(t, u(t)) локально гельдерово,

t∫

t0

‖N(t, u(t))‖F

(t− s)α
ds → 0 при t → t0+,

и на (t0, T ) удовлетворяется дифференциальное уравнение (2).

Теорема 3.Пусть оператор M сильно (L, p)-секториален, оператор N : U → F
задан на множестве U ⊂ R×U0⊕U1

α, α ∈ [0, 1), и является локально гельдеровым
по t и локально липшицевым по u на открытом в пространстве R×U1

α множестве
V = U ∩ R × U1

α, при этом imN ⊂ F1. Тогда для любой точки (t0, u0) ∈ V суще-
ствует такое T = T (t0, u0) > t0, что задача (1), (2) имеет единственное решение
на (t0, T ).

Доказательство.Подействуем на обе части уравнения (2) оператором L−1
1 Q

и в силу замечания 1 получим уравнение

v̇ = L−1
1 M1v + L−1

1 QN(t, v + w), (5)

где Pu(t) = v(t), (I − P )u(t) = w(t), u(t) = v(t) + w(t). Если же на уравнение (2)
подействовать оператором M−1

0 (I −Q), то получим

H ẇ = w + M−1
0 (I −Q)N(t, v + w). (6)

Таким образом, задача (1), (2) редуцирована к задаче Коши v(t0) = Pu0, w(t0) =
(I − P )u0 для системы уравнений (5), (6).

Если imN ⊂ F1, то (I − Q)N = 0. В этом случае уравнение (6) принимает
вид Hẇ(t) = w(t) и, следовательно, имеет единственное решение w ≡ 0 в силу
нильпотентности оператора H (см. [8, 9]). При этом для него задача Коши w(t0) =
(I − P )u0 имеет решение только в случае u0 ∈ U1

α, т. е. при (t0, u0) ∈ V . Тогда
уравнение (5) имеет вид

v̇ = L−1
1 M1v + L−1

1 QN(t, v), (7)

где операторы A = L−1
1 M1, B(t, v) = L−1

1 QN(t, v) удовлетворяют условиям тео-
ремы 2 в силу замечания 2 и линейности и ограниченности оператора L−1

1 Q.
При этом (t, v(t)) ∈ V ⊂ U для всех t ∈ (t0, T ). Заметим, что поскольку отобра-
жение t → L−1

1 QN(t, v(t)) удовлетворяет условиям определения 2 на решениях
v задачи Коши для уравнения (7), то на решениях u = v + w = v задачи (1),
(2) отображение t → N(t, v(t) + w(t)) = LL−1

1 QN(t, v(t)) удовлетворяет условиям
определения 3 решения, поскольку отличается от него лишь действием линейного
ограниченного оператора L, не зависящего от t. Кроме того, для всех t ∈ (t0, T )
выполняется u(t) = v(t) ∈ domL−1

1 M1 = domM1 ⊂ domM.

В следующей теореме речь пойдет о случае, когда оператор N ≡ N(t, v) не
зависит от переменной w.

Теорема 4.Пусть оператор M сильно (L, 0)-секториален, оператор N : U → F
является непрерывно дифференцируемым в смысле Фреше по (t, u) на открытом
множестве U ⊂ R×U0⊕U1

α, α ∈ [0, 1). Кроме того, предположим, что для любых
(t, u) ∈ U , w ∈ U0 выполняется (t, u + w) ∈ U , N(t, u) = N(t, u + w). Тогда для
любой точки (t0, u0) ∈ U , такой, что

(I − P )u0 = −M−1
0 (I −Q)N(t0, Pu0), (8)
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существует такое T = T (t0, u0) > t0, что задача (1), (2) имеет единственное
решение на (t0, T ).

Доказательство. Поскольку −(I −P )u ∈ U0, то для любой точки (t, u) ∈ U
выполняется (t, Pu) = (t, u−(I−P )u) ∈ U . Поэтому N(t, u) ≡ N(t, Pu), кроме того
(t0, Pu0) ∈ U . Действуя, как при доказательстве предыдущей теоремы, получим
систему, состоящую из уравнения (7) и уравнения

0 = w + M−1
0 (I −Q)N(t, v), (9)

поскольку в силу утверждения (iv) теоремы 1 при p = 0 выполняется H = 0. Из
непрерывной дифференцируемости в смысле Фреше оператора N следует выпол-
нение условий теоремы 2 для оператора L−1

1 QN(t, v), а отсюда в свою очередь
следует существование решения уравнения (7). Через него выражается решение
w(t) = −M−1

0 (I −Q)N(t, v(t)) уравнения (9), которое является решением задачи
Коши w(0) = (I − P )u0 в случае выполнения условия (8). Надо заметить, что
для всех t ∈ (t0, T ) в силу теоремы 2 (t, v(t)) ∈ U , а поэтому в силу условий дан-
ной теоремы (t, v(t) + w(t)) ∈ U . При этом очевидно, что w(t) ∈ domM для всех
t ∈ (t0, T ), а дифференцируемость функции w следует из дифференцируемости
v и условий теоремы на гладкость оператора N по (t, u).

Замечание 3. Рассуждения, аналогичные использованным при доказатель-
стве теоремы 4, можно провести в случае p ∈ N, но для получения результата
необходимо доказать дифференцируемость по t порядка p + 1 функции v, в том
числе в точке t = t0.

Замечание 4. В работах Г. А. Свиридюка и его учеников (см., например,
[1, 5]) рассматривались уравнения соболевского типа с линейной частью того же
класса, что и в данной работе, в случае, когда N не зависит от t, либо когда
слагаемое, зависящее от t, не зависит от фазовой переменной [3]. Авторами от-
мечено, что задача Коши для таких уравнений разрешима лишь при начальных
значениях u0 из некоторого множества, замыкание которого в норме исходного
пространства называется фазовым пространством. В упомянутых работах рас-
смотрены случаи различных, подчас достаточно сложных по морфологии фазо-
вых пространств уравнений соболевского типа. Заметим, что в рассмотренном
нами нестационарном случае в теореме 3 фазовое пространство уравнения не за-
висит от выбора начального момента t0 и по сути совпадает с U1. В условиях же
теоремы 4 выбор начального значения для задачи Коши зависит от t0, поэтому
в обычном смысле фазовое пространство у уравнения вообще не определено. В
линейном случае такая ситуация встречается, например, в работе [11].

Замечание 5. Если вместо задачи Коши рассмотреть естественным образом
возникающую для уравнений соболевского типа обобщенную задачу Шоуолтера
[12] Pu(t0) = u0 (см., также [13]), то можно получить результаты, аналогичные
теоремам 3 и 4. Отличие будет состоять только в том, что теорема 4 будет спра-
ведлива для любой точки (t0, u0) ∈ U ∩ R × U1

α и, соответственно, в ней будет
отсутствовать условие согласования (8).

3. Примеры систем уравнений в частных производных

Пусть a, b, α, β, λ ∈ R, a < b. Рассмотрим задачу

u(x, t0) = u0(x), x ∈ (a, b), (10)
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− ux(a, t) + λu(a, t) = ux(b, t) + λu(b, t)
= −vx(a, t) + λv(a, t) = vx(b, t) + λv(b, t) = 0, t ∈ (t0, T ), (11)

ut(x, t) = uxx(x, t)− vxx(x, t) + f(t, x, u(x, t), v(x, t)), (x, t) ∈ (a, b)× (t0, T ), (12)

vxx(x, t) + βv(x, t) + αu(x, t) = 0, (x, t) ∈ (a, b)× (t0, T ). (13)

Искомыми в задаче являются функции u(x, t), v(x, t).

Замечание 6. Система (12), (13) при f ≡ 0 является, с точностью до ли-
нейной замены, линеаризацией в нуле системы уравнений фазового поля, описы-
вающей в рамках мезоскопической теории фазовые переходы первого рода [14,
15].

Положим U = F = (L2(a, b))2,

L =
(

1 0
0 0

)
, M =

(
∂2

∂x2 − ∂2

∂x2

α β + ∂2

∂x2

)
, N(t, u, v) =

(
f(t, ·, u(·), v(·))

0

)
,

H2
∂

∂n +λ
(a, b) = {w ∈ H2(a, b) :

(
∂

∂n + λ
)
w(a) =

(
∂

∂n + λ
)
w(b) = 0}, domM =

(H2
∂

∂n +λ
(Ω))2.

Обозначим Aw = wxx, domA = H2
∂

∂n +λ
(a, b) ⊂ L2(a, b). По секториальному

оператору A построим оператор A1 и пространства Hα = D(Aα
1 ), α ≥ 0.

Ранее [16, 17] было показано, что если −β /∈ σ(A), то оператор M сильно
(L, 0)-секториален. Там же были получены проекторы

P =
(

I 0
−α(β + A)−1 0

)
, Q =

(
I A(β + A)−1

0 0

)
.

Отсюда U0 = ker P = {0}×L2(a, b), U1 = imP = {(u,−α(β + A)−1u) ∈ (L2(a, b))2 :
u ∈ L2(a, b)} – изоморфно L2(a, b) × {0}, F1 = imQ = {(u + A(β + A)−1v, 0) ∈
(L2(a, b))2 : (u, v) ∈ (L2(a, b))2} = L2(a, b)× {0}.

Теорема 5.Пусть−β /∈ σ(A), функция f : R×[a, b]×R×R→ R измерима по x,
локально гельдерова по t и локально липшицева по u равномерно по x при v = 0,
причем |f(t, x, u, v)| ≤ h(x)g(t, |u|, |v|), где h ∈ L2(a, b), а функция g непрерывна
и является возрастающей по второму и третьему аргументам. Тогда для любой
точки (t0, u0) ∈ R × Hα, α ∈ (1/2, 1), существует такое T = T (t0, u0) > t0, что
задача (10)–(13) имеет единственное решение на (t0, T ).

Доказательство. Проверим выполнение условий теоремы 3. Очевидно, что
u0 ∈ L2(a, b) задает пару (u0,−α(β +A)−1u0) ∈ U1. В качестве U возьмем множе-
ство R×Hα ×Hα = R×H2

α, тогда для (t, u, v) ∈ U

‖N(t, u, v)‖(L2(a,b))2 = ‖f(t, x, u, v)‖L2(a,b)

≤ ‖h‖L2(a,b)g
(
t, ‖u‖C[a,b], ‖v‖C[a,b]

) ≤ ‖h‖L2(a,b)g (t, c‖u‖Hα , c‖v‖Hα)

в силу непрерывности вложения Hα ⊂ C[a, b] при α > 1/2. Отсюда и из вида
оператора следует, что imN ⊂ F1.

Далее, для (t1, u1) ∈ R×Hα существует окрестность W компакта {(t1, x, u1(x)) :
x ∈ [a, b]} в R×[a, b]×R (поскольку u1 – непрерывная функция) и такие константы
C, θ ∈ R+, что для всех (t, x, u), (s, y, w) ∈ W выполняется

|f(t, x, u, 0)− f(s, y, w, 0)| ≤ C
(|t− s|θ + |v − w|) .
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Поэтому существует такая окрестность Z точки (t1, u1) в R × Hα, что для всех
(t, u) ∈ Z выполняется (t, x, u(x)) ∈ W п. вс. на [a, b] и для всех (t, v), (s, w) ∈ Z
имеем

‖f(t, ·, u(·), 0)− f(s, ·, w(·), 0)‖L2(Ω) ≤ C
(√

b− a|t− s|θ + ‖v − w‖L2(Ω)

)
,

а значит,

‖N(t, u, 0)−N(s, w, 0)‖L2(Ω) ≤ C1

(|t− s|θ + ‖v − w‖Hα

)
.

Рассмотрим теперь систему

ut(x, t) = uxx(x, t)− vxx(x, t) + f(t, u(x, t)), (x, t) ∈ (a, b)× (t0, T ), (14)

vxx(x, t) + βv(x, t) + αu(x, t) + g(t, u(x, t)) = 0, (x, t) ∈ (a, b)× (t0, T ). (15)

В данной ситуации

N(t, u, v) =
(

f(t, u)
g(t, u)

)
.

Теорема 6. Пусть −β /∈ σ(A), функции f : R × R → R, g : R × R → R
непрерывно дифференцируемы по (t, u). Тогда для любой точки (t0, u0) ∈ R×Hα,
α ∈ (1/2, 1), существует такое T = T (t0, u0) > t0, что задача (10), (11), (14), (15)
имеет единственное решение на (t0, T ).

Доказательство. Проверим выполнение условий аналога теоремы 4 для
обобщенной задачи Шоуолтера (см. замечание 5). Очевидно, что u0 ∈ Hα за-
дает пару (u0,−α(β + A)−1u0) ∈ U1. Кроме того, функция u ∈ Hα непрерывна,
поэтому для t ∈ R, x ∈ [a, b] выполняется

min
a≤y≤b

u(y) ≤ u(x) ≤ max
a≤y≤b

u(y), min
a≤y≤b

f(t, u(y)) ≤ f(t, u(x)) ≤ max
a≤y≤b

f(t, u(y)),

‖N(t, u, v)‖(L2(a,b))2 =
√
‖f(t, u(·))‖2L2(a,b) + ‖g(t, u(·))‖2L2(a,b)

≤
√

b− a
√
‖f(t, u(·))‖2C[a,b] + ‖g(t, u(·))‖2C[a,b]

в силу непрерывной дифференцируемости функций f, g. Понятно, что N(t, u, v) =
N(t, u, v+w) для любого (0, w) ∈ U0. Нетрудно также убедиться, что отображение
N : R×Hα × L2(a, b) → L2(a, b) непрерывно дифференцируемо по (t, u, v).
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