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ОБ АСИМПТОТИКЕ СПЕКТРА ОДНОГО КЛАССА
НЕСАМОСОПРЯЖЕННЫХ СИСТЕМ

М. Г. Гадоев

В работе методами возмущения сингулярным потенциалом и техники парамет-
рикса, исследованы спектральные свойства одного класса несамосопряженных
эллиптических систем вырождающихся дифференциальных операторов второ-
го порядка.

В данной работе исследуются некоторые спектральные свойства одного клас-
са несамосопряженных эллиптических систем второго порядка. Приведена оцен-
ка резольвенты оператора A. Получена асимптотическая формула для функции
распределения собственных значений оператора A. Некоторые результаты дан-
ной работы частично были анонсированы в [1].

Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная область с границей ∂Ω класса C∞ (опреде-
ление см., например, в [2, с. 346]). В гильбертовом пространстве Hl = L2(Ω)l =
L2(Ω) × · · · × L2(Ω) (l раз) (в случае l = 1 положим Hl = H) рассматривается
дифференциальный оператор

Au = −
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
ρ2θ(x)aij(x)q(x)

∂u

∂xi

)

c граничными условиями типа Дирихле. Относительно параметра вырождения θ
предполагаем, что 0 ≤ θ ≤ 1. Функция ρ(x) означает регуляризованное расстоя-
ние до границы области: ρ(x) ∈ C∞(Ω), ρ(x) ≤ dist {x, ∂Ω} ≤ Mρ(x), |ρ′(x)| ≤ M.
О существовании для любой области Ω ⊂ Rn функции ρ(x) с указаннами свой-
ствами см., например, [3, гл. 3, § 1.3].

Сформулируем условия для коэффициентов q(x), aij(x) (i, j = 1, n). Предпо-
ложим, что

aij(x) ∈ C2(Ω), q(x) ∈ C2(Ω; EndCl),

aij(x) = aji(x), (x ∈ Ω, i, j = 1, n).

Кроме того, предположим выполнение условия эллиптичности

c|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj , c > 0 (x ∈ Ω, ξ ∈ Cn).

Собственные значения матрицы q(x) (x ∈ Ω) расположены на положительной
полуоси R+ ≡ (0;+∞) и вне угла

Φ = {z ∈ C : | arg z| ≤ ϕ}, ϕ ∈ (0, π]

(функция arg z принимает значения из (−π, π]).

c© 2007 Гадоев М. Г.
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В настоящей статье, как отмечено выше, найдена асимптотика серии соб-
ственных значений оператора A, расположенных в угле Φ, в случае слабого вы-
рождения и в предположении, что матрица q(x) при x ∈ ∂Ω имеет лишь про-
стые собственные значения. Ранее аналогичные исследования проводились [4] в
предположении, что матрица q(x) имеет простые собственные значения для всех
x ∈ Ω = ∂Ω ∪ Ω.

1. Формулировка основных результатов

В этом параграфе сформулируем основные результаты работы.
Введем пространство W 1

2,θ(Ω) функций y(x)(x ∈ Ω) с конечной нормой

||y, W 1
2,θ(Ω)|| =

(
n∑

i=1

∫

Ω

ρ2θ(x)|y′xi
(x)|2dx +

∫

Ω

|y(x)|2dx

) 1
2

.

В дальнейшем предположим, что матрица q(x) при x ∈ ∂Ω имеет простые
собственные значения.

Пусть
◦

W 1
2,θ(Ω) — замыкание линейного многообразия C∞0 (Ω) в пространстве

W 1
2,θ(Ω). За область определения оператора A примем класс вектор-функций

u(x) ∈ Hl с компонентами класса
◦

W 1
2,θ(Ω) ∩W 2

2,loc(Ω) таких, что

n∑

i,j=1

(ρ2θaijqu
′
xi

)′xj
∈ Hl.

Перенумеруем собственные значения µ1, . . . , µl матрицы q(x) так, что µj(x) ∈
C(Ω) (j = 1, l) и

µj(x) ∈ R+, т. е. arg µj(x) ≡ 0, (j = 1, ν), µj(x)∈Φ (j = ν + 1, . . . , l).

Используя результаты работы [5], легко заметить, что справедлива следую-
щая

Лемма. При θ < 1 оператор A имеет дискретный спектр. Порядок резоль-
венты оператора A вычисляется по формуле

P = max
{

n

2
,

n− 1
2(1− θ)

}
.

Из этой формулы видно, что максимальное значение θ, при котором p = n
2 ,

равно 1
n .

Мы будем исследовать асимптотику спектра оператора A в предположении,
что 0 ≤ θ < 1

n , что соответствует случаю слабого вырождения.
При n

2 = 1, 2, . . . мы дополнительно предположим, что собственные значе-
ния матрицы q(x) (x ∈ Ω) лежат на конечном числе лучей с началами в нуле,
т. е. существуют различные числа ψν+1, . . . , ψl ∈ (ϕ, π] ∪ (−π,−ϕ) такие, что
arg µj(x) = ψj (j = ν + 1, l, x ∈ Ω).

Обозначим через λ1, λ2, . . . последовательность собственных значений опера-
тора A из угла Φ, упорядоченных в порядке неубывания их модулей.

Положим
N(t) = card {j : |λj | ≤ t}, t > 0.
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При выполнении перечисленных условий имеет место следующая

Теорема. Для любого замкнутого сектора S ⊂ Φ \R+ с вершиной в нуле для
достаточно больших по модулю λ ∈ S оператор A − λE непрерыно обратим и
верна оценка

||(A− λE)−1|| ≤ MS |λ|−1 (λ ∈ S, |λ| ≥ M ′
S).

Имеет место асимтотическая формула

N(t) ∼ (2π)−nvnt
n
2

∫

Ω

ρ−nθ(x)µ(x)(det(a(x)))−1/2 dx, (1)

где vn — объем единичного шара в Rn,

µ(x) =
ν∑

i=1

µ
−n

2
i (x), a(x) = (aij(x))n

k,j=1.

При этом
lim

j→+∞
arg λj = 0.

2. Доказательство теоремы

В этом пункте приведем краткое доказательство теоремы
Область Ω представим в виде

Ω =
m⋃

i=0

supp ϕi,

где ϕi(x) ∈ C∞(Ω) — неотрицательные функции, ϕ0(x) ∈ C∞0 (Ω),

m∑

i=0

ϕ2
i (x) ≡ 1 (x ∈ Ω).

Матрица q(x) по непрерывности будет иметь простые собственные значения
там же и в некоторой окрестности ∂Ω. Так как µj(x) ∈ C(Ω), i = 1, . . . , l, то
функции ϕk(x), k = 0, 1, . . . ,m можно выбрать так, что

| arg {µk(x1)µ−1
k (x2)}| < π

16
∀x1, x2 ∈ supp ϕk, k = 0,m.

Не ограничивая общности, будем считать, что ϕ < π
16 .

Матрица q(x) в области

G =
m⋃

k=0

Gk, Gk = {x + y| x ∈ supp ϕk, x + y ∈ Ω, |y| < δ},

при достаточно малом δ > 0 представима в виде

q(x) = U(x)Λ(x)U−1(x), Λ(x) = diag {µ1(x), . . . , µl(x)},

U(x), U−1(x) ∈ C2(G; EndCl).
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Для j = ν + 1, . . . , l, k = 1, . . . , m построим функцию µ̃jk(x) ∈ C2(Ω), совпада-
ющую с µj(x) на множестве supp ϕk и удовлетворяющую условиям

| arg {µ̃jk(x1)µ̃−1
jk (x2)}| ≤ π

8
, x1, x2 ∈ Ω, (2)

µ̃jk(x)∈ Φ ∀x ∈ Ω.

Для j = 1, . . . , ν, k = 1, . . . ,m положим µ̃jk(x) = µj(x).
Введем в рассмотрении в пространстве L2(Ω) дифференциальный оператор

(Pjky)(x) = −
n∑

i,r=1

∂

∂xr

(
ρ2θ(x)air(x)µ̃jk(x)

∂y(x)
∂xi

)

с областью определения

D(Pjk) =
{

y ∈ ◦
W

1
2,θ(Ω) ∩W 2

2,loc(Ω) :
n∑

i,r=1

(ρ2θairµ̃jky′xi
)′xr

∈ L2(Ω)
}

.

Пусть выполнено условие (2). Тогда для любых j ∈ {ν+1, . . . , l}, k ∈ {1, . . . , m}
найдется число zik ∈ C, |zjk| = 1, такое, что

c ≤ Re {zjkµjk(x)}, c|λ| ≤ −Re {zjkλ}, c > 0. (3)

для всех x ∈ Ω, λ ∈ Φ.
На основании этих неравенств устанавливается существование непрерывного

оператора (Pjk − λE)−1, λ ∈ Φ.
Обозначим

I(y) =
n∑

i=1

∫

Ω

ρ2θ(x)
∣∣∣∣
∂y(x)
∂xi

∣∣∣∣
2

dx.

Так как по условию эллиптичности для c > 0

c

n∑

i=1

∣∣∣∣
∂y

∂xi
(x)

∣∣∣∣
2

≤
n∑

i,j=1

aij(x)
∂y

∂xj
(x) =< a(x)∇xy(x),∇xy(x) >Cn ,

то для y ∈ D(Pjk) (j = ν + 1, l) в силу (3) имеем

I(y) ≤ M1Re
{

zjk

n∑

i,r=1

(ρθairµjky′xi
, ρθy′xj

)
}

= M1Re {zjk(Pjky, y)},

где символом (·, ·) обозначено скалярное произведение в пространстве H = L2(Ω).
Далее, из (3) для λ ∈ Φ находим

I(y) + |λ||y|2H ≤ M2Re((zjkPjk − λzjkE)y, y) ≤ M2|y|H |(Pjk − λE)y|H ,

I(y) ≤ M2|y|H |Pjky|H . (4)

Полагая в (4) y = (Pjk − λE)−1f , f ∈ H, получим

|λ||(Pjk − λE)−1f | ≤ M2|(Pjk − λE)(Pjk − λE)−1f |H .

Следовательно
|(Pjk − λE)−1f | ≤ M |λ|−1|f |H
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или
||(Pjk − λE)−1|| ≤ M |λ|−1

и
||Pjk(Pjk − λE)−1|| ≤ M3, (5)

Полагая во втором неравенстве (4) y = (Pjk − λE)−1f , f ∈ H, получим

∣∣∣∣ρθ ∂

∂xi
(Pjk − λE)−1f

∣∣∣∣
2

H

≤ M |f |H |(Pjk − λE)−1)f |H
≤ M ′|λ|−1|f |2H , i = 1, n. (6)

Действительно, имеем

∣∣∣∣ρθ ∂

∂xi
(Pjk − λE)−1)f

∣∣∣∣
2

H

=
∫

Ω

ρ2θ

∣∣∣∣
∂

∂xi
(Pjk − λE)−1f

∣∣∣∣
2

dx

≤
n∑

i=1

∫

Ω

ρ2θ

∣∣∣∣
∂

∂xi
(Pjk − λE)−1f

∣∣∣∣
2

dx = I((Pjk − λE)−1f).

Теперь с учетом (4), (5)

∣∣∣∣ρθ ∂

∂xi
(Pjk − λE)−1f

∣∣∣∣
2

H

≤ I((Pjk − λE)−1f)

≤ M2|(Pjk − λE)−1f ||Pjk(Pjk − λE)−1f |
≤ M4|(Pjk − λE)−1f ||f | ≤ M4|(Pjk − λE)−1||f |2H .

Отсюда непосредственно следует (6).
Неравенство (6) запишем в виде

∣∣∣∣ρθ ∂

∂xi
(Pjk − λE)−1f

∣∣∣∣
H

≤ M ′|λ|−1/2|f |H ,

т. е. ∥∥∥∥ρθ ∂

∂xi
(Pjk − λE)−1

∥∥∥∥
H

≤ M5|λ|−1/2, i = 1, n.

Отсюда согласно неравенству Харди (см., например, [3]) заключаем, что

||ρ2θ−1(Pjk − λE)−1|| ≤ M3

n∑

i=1

∥∥∥∥ρθ ∂

∂xi
(Pjk − λE)−1

∥∥∥∥ ≤ M6|λ|−1/2. (7)

Для достаточно больших по модулю λ ∈ S рассмотрим оператор

Γ(λ) = U(x)B(λ)U−1(x) + Γ0(λ),

здесь Γ0(λ) — интегральный оператор в L2(Ω)l с ядром

Γ0(λ; x, y) = (2π)−nϕ0(x)ϕ0(y)
∫

Rn

eis(x−y)P (y; s)ds,

где

P (y; s) =
( n∑

i,j=1

ρ2θ(y)aij(y)q(y)sisj − λI

)−1

,
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I = diag {1, . . . , 1} ∈ EndCl,

а

B(λ) =
m∑

k=1

ϕkBk(λ)ϕk, Bk(λ) = diag {G1k(λ), . . . , Glk(λ)},

Gjk(λ) = (Pjk − λE)−1, λ ∈ S, |λ| ≥ M ′
S .

Легко можно показать, что

(A− λE)Γ(λ) = E + G(λ),

где

G(λ) = ρ2θ−1(x)q0(x)B(λ)U−1 + ρ2θ(x)
n∑

i=1

qi(x)
∂

∂xi
B(λ)U−1,

||G(λ)|| ≤ 1
2
, qi(x) ∈ C(Ω; EndCl), i = 0, n.

Применяя (5)–(7), аналогично [4] устанавливаем, что

(A− λE)−1 = Γ(λ)(E + Q(λ)), λ ∈ S, |λ| ≥ M ′
S , (8)

где
Q(λ) = (E + G(λ))−1 − E, ||Q(λ)|| ≤ M |λ|−1/2, λ ∈ S.

Отсюда нетрудно вывести оценку

||(A− λE)−1|| ≤ MS |λ|−1, λ ∈ S, |λ| ≥ M ′
S .

Таким образом, первая часть теоремы доказана.
Пусть w > n

2 — целое число, w ∈ (n
2 , n

2 + 1]. Из (8) получим

|Tr (A− λE)−w − Tr Γw(λ)| ≤ O(1)|(A− λE)−w|1,

где символы Tr , | · |1 обозначают след и ядерную норму оператора соответственно
(определение см., например, [6]).

Для вычисления главного члена асимптотики функции Tr Γw(λ), применяется
метод возмущения сингулярным потенциалом (ВСП) [7]. Вместо Gjk(λ) рассмат-
ривается оператор G̃jk = (P̃jk−λE)−1, где P̃jk = Pjk−d(x), d(x) = eiηρ2θ−2−ε(x),
ε > 0 — достаточно малое число, η = arg λ. В результате применения метода
ВСП и техники параметрикса [8], можно показать, что главный член асимптоти-
ки функции Tr Γw(λ) не изменится, если в определении Γ(λ) заменить Gjk(λ) на
интегральный оператор с ядром

G0
jk(λ;x, y) = (2π)−n

∫

Rn

eis(x−y)P1(y, s)ds,

где

P1(y, s) =
(

ρ2θ(y)q(y)
n∑

i,r=1

air(y)sisr − d(x)I − λI

)−1

.

Далее доказывается, что при нахождении главного члена асимптотики функ-
ции Tr Γw(λ) в приведенной выше формуле можно опустить d(x).
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В итоге окончательно имеем

Tr (A− λE)−w ∼ (2π)−n

∫

Rn

Tr (P1(y, s) + d(x)I)−wds

∼
∞∫

0

dϕ(λ)
(t− λ)w

, λ →∞, λ ∈ S,

где ϕ(t) — такая же функция, как в правой части формулы (1).
Доказательство теоремы завершается применением соответствующей подхо-

дящей тауберовой теоремы.

Замечание 1. Отметим, что ранее аналогичные вопросы исследовались так-
же в [9, 10] только в случае n = 1. В [11] изучены некоторые спектральные свой-
ства одного класса вырожденно-эллиптических дифференциальных операторов,
далеких от самосопряженных, при граничных условиях необязательно совпада-
ющих с граничными условиями Дирихле.

Замечание 2. В этой работе мы рассмотрели случай слабого вырождения θ <
1/n. Случай пограничного вырождения θ = 1/n и случай сильного вырождения
θ > 1/n, когда асимптотические формулы имеют принципиально другой вид,
автор предполагает рассмотреть в другой работе.
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