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Èññëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ âûðîæäàþ-
ùèõñÿ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Äîêàçûâàþòñÿ òåîðå-
ìû ñóùåñòâîâàíèÿ �ïî÷òè� ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé

.

Äëÿ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà

Aut + Bu = f(x, t) (∗)
â ñëó÷àå âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ A è B âòîðîãî ïîðÿäêà, äåé-
ñòâóþùèõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, â ðàáîòàõ [1�4] áûëà èññëåäîâàíà
ðàçðåøèìîñòü ïåðâîé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è â êëàññå ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé.
Äàëåå, â ðàáîòàõ [5, 6] ðàññìàòðèâàëèñü óðàâíåíèÿ (∗) ñ îïåðàòîðàìè A è B ðàç-
íûõ ïîðÿäêîâ � âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ñîîòâåòñòâåííî, íî ïðè ýòîì èçó÷àëñÿ ëèøü
îäíîìåðíûé ñëó÷àé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíèÿ ðàáîò [5, 6] áóäóò ïðîäîë-
æåíû � áóäåò èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé (∗) â
ñëó÷àå îïåðàòîðîâ A è B âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ ñîîòâåòñòâåííî â ìíî-
ãîìåðíîé ñèòóàöèè.

Ïóñòü Ω åñòü îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rn ñ ãëàäêîé (äëÿ ïðîñòîòû
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé) ãðàíèöåé Γ, Q åñòü öèëèíäð Ω× (0, T ) êîíå÷íîé
âûñîòû T , aij(x), bij,k(x), i, j = 1,. . . ,n, k = 1, 2, a(x), b(x) è f(x, t) � çàäàííûå
ïðè x ∈ Ω, t ∈ [0, T ] ôóíêöèè, A, B1 è B2 � îïåðàòîðû, çàäàííûå ðàâåíñòâàìè

Au =
∂

∂xi

(
aij(x)uxj

)
+ a0(x)u, Bku =

∂

∂xi

(
bij,k(x)uxj

)
, k = 1, 2,

(çäåñü è äàëåå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå â ïðåäåëàõ
îò 1 äî n), νx = (ν1, . . . , νn) � âåêòîð âíóòðåííåé íîðìàëè ê ãðàíèöå Γ â òåêóùåé
òî÷êå x.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî-
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ

Lu ≡ Aut −B1B2u + b(x)u = f(x, t) (1)

â íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ ñ âûðîæäåíèåì.
Ïåðâûé ïðîàíàëèçèðîâàííûé íàìè ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ýëëèïòè÷åñêîìó îïå-

ðàòîðó B2, ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêîìó îïåðàòîðó B1, ýëëèïòè÷åñêîìó íà ìíî-
æåñòâå Γ, è ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêîìó îïåðàòîðó A.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ 06-01-00439 è èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèå ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷íîñòè îïåðàòîðîâ A è B1

âûïîëíÿåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå: ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå íà ìíîæåñòâå Ω
ôóíêöèè αi(x) è βi,1(x) òàêèå, ÷òî ïðè x ∈ Ω, ξ ∈ Rn âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

0 ≤ αi(x)ξ2
i ≤ aij(x)ξiξj ≤ m0α

i(x)ξ2
i , m0 ≥ 0; (2)

0 ≤ βi,1(x)ξ2
i ≤ bij,1(x)ξiξj ≤ m1β

i,1(x)ξ2
i , m1 ≥ 0. (3)

Îïðåäåëèì ôóíêöèè cij(x), i, j = 1, . . . , n:

cij(x) = bjk,1
xl

(x)bil,2
xk

(x)− 1
2

(
bij,1
xk

(x)bkl,2
)
xl
− 1

2
(
bkl,1(x)bij,2

xk
(x)

)
xl

,

è ïóñòü c0 åñòü òàêîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ïðè x ∈ Ω, ξ ∈ Rn âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî

|cij(x)ξiξj | ≤ c0|ξ|2. (4)

Âñþäó íèæå ïîä ðåøåíèåì ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1) (òî÷íóþ
ïîñòàíîâêó ñì. íèæå) ìû áóäåì ïîíèìàòü îáîáùåííîå ðåøåíèå, îïðåäåëÿþùååñÿ
èíòåãðàëüíûì òîæäåñòâîì

∫

Q

Autv dx dt−
∫

Q

B2uB1v dx dt =
∫

Q

fv dx dt,

â êîòîðîì v(x, t) åñòü ôóíêöèÿ êëàññà C4(Q) òàêàÿ, ÷òî v(x, t) = ∂v(x,t)
∂νx

= 0 ïðè
(x, t) ∈ γ × [0, T ].

Óòî÷íèì, ÷òî ôðàçà �ïîñòîÿííàÿ . . . îïðåäåëÿåòñÿ âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷è�
âñþäó íèæå îçíà÷àåò, ÷òî äàííàÿ ïîñòîÿííàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ f(x, t)
è êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

aij(x) ∈ C1(Ω), bij,1(x) ∈ C2(Ω), bij,2(x) ∈ C3(Ω), βi,1(x) ∈ C2(Ω),

aij(x) = aji(x), bij,1(x) = bji,1(x), bij,2(x) = bji,2(x), x ∈ Ω, i, j = 1, . . . , n; (5)

óñëîâèÿ (2) è (3), à òàêæå óñëîâèÿ

bij,2(x)ξiξj ≥ m2|ξ|2, x ∈ Ω, ξ ∈ Rn, m2 > 0; (6)

a(x) ≤ −a0 < 0, b(x) ≤ 0, x ∈ Ω; (7)

|bij,1
xk

(x)|+ |bij,1
xkxl

(x)|+ |βi,1
xk

(x)| ≤ M1

√
βi,1(x), x ∈ Ω,

i, j, k, l = 1, . . . , n, M1 ≥ 0; (8)

∃δ0 > 0 : αi(x) + 2δ0m2β
i,1(x) ≥ k0 > c0, x ∈ Ω, i = 1, . . . , n; (9)

bij,1(x)ξiξj ≥ k1|ξ|2, x ∈ Γ, ξ ∈ Rn, k1 > 0. (10)

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x, t) òàêîé, ÷òî f(x, t) ∈ L2(0, T ;W 1
2 (Ω)), ft(x, t) ∈

L2(Q), f(x, 0) = 0 ïðè x ∈ Ω êðàåâàÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1),
óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì

u(x, 0) = 0, x ∈ Ω, (11)

u(x, t)|Γ×(0,T ) =
∂u(x, t)

∂νx
|Γ×(0,T ) = 0, (12)
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èìååò îáîáùåííîå ðåøåíèå u(x, t) òàêîå, ÷òî u(x, t) ∈ L∞(0, T ;W 2
2 (Ω)), ut(x, t) ∈

L2(0, T ; W 2
2 (Ω)), u(x, t) ∈ L∞(0, T ; W 3

2 (Ω′)), βi,1(x)uxixjxkxl
(x, t) ∈ L2(0, T ; L2(Ω′))

äëÿ ëþáîé ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè Ω′ îáëàñòè Ω, i, j, k, l=1, . . . , n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε åñòü ÷èñëî èç ïîëóèíòåðâàëà (0, 1]. Ïîëîæèì

aij
ε (x) = aij(x) + εbij,2(x), Aεu =

∂

∂xi
(aij

ε (x)uxj ) + a(x)u,

bij,1
ε (x) = bij,1(x) + εbij,2(x), B1εu =

∂

∂xi
(bij,1

ε (x)uxj ),

Lεu = Aεut −B1εB2u.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó: íàéòè ôóíêöèþ u(x, t), ÿâëÿþùóþñÿ â öèëèíäðå Q
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

Lεu = f(x, t) (1ε)

è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (11) è (12). Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò
[7,8] ñëåäóåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2), (3), (5) è (6), à òàêæå âñëåäñòâèå
ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèé f(x, t) è ft(x, t) ïðîñòðàíñòâó L2(Q) äàííàÿ êðàåâàÿ
çàäà÷à èìååò ðåøåíèå uε(x, t) òàêîå, ÷òî uε(x, t) ∈ L2(0, T ; W 4

2 (Ω)), uε
t (x, t) ∈

L2(0, T ; W 4
2 (Ω)). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ôóíêöèé uε(x, t) èìåþò ìåñòî �õîðîøèå� àïðè-

îðíûå îöåíêè. Èíäåêñ �ε� â ïðîöåññå ïîëó÷åíèÿ îöåíîê óêàçûâàòü íå áóäåì.
Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî

−
t∫

0

∫

Ω

Lεuu dx dτ = −
t∫

0

∫

Ω

f u dx dτ, t ∈ [0, T ].

Ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è óñëîâèé (11) è (12) äàííîå ðàâåíñòâî
ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

1
2

∫

Ω

aij
ε (x)uxi(x, t)uxj (x, t) dx− 1

2

∫

Ω

a(x)u2(x, t) dx+

t∫

0

∫

Ω

bij,1
ε bkl,2uxkxj uxixl

dx dτ

−
t∫

0

∫

Ω

bu2 dx dτ = −
t∫

0

∫

Ω

cijuxiuxj dx dτ −
t∫

0

∫

Ω

fu dx dτ.

Óñëîâèÿ (2), (3), (6), à òàêæå íåðàâåíñòâî (4) äàþò íåðàâåíñòâî

1
2

∫

Ω

αi(x)u2
xi

(x, t) dx +
a0

2

∫

Ω

u2(x, t) dx + m2

n∑

k=1

t∫

0

∫

Ω

βi,1u2
xixk

dx dτ

+ ε

t∫

0

∫

Ω

(B2u)2 dx dτ ≤ c0

n∑

i=1

t∫

0

∫

Ω

u2
xi

dx dτ +
1
2

t∫

0

∫

Ω

u2 dx dτ +
1
2

t∫

0

∫

Ω

f2 dx dτ.

(13)
Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî

∫

Ω

βi,1(x)u2
xi

(x, t) dx = −
∫

Ω

βi,1(x)uxixi(x, t)u(x, t) dx

−
∫

Ω

βi,1
xi

(x)uxi(x, t)u(x, t) dx,
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óñëîâèå (8), à òàêæå íåðàâåíñòâî Þíãà, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî

∫

Ω

βi,1(x)u2
xi

(x, t) dx ≤ δ

n∑

k=1

∫

Ω

βi,1(x)u2
xixk

(x, t) dx + C(δ)
∫

Ω

u2(x, t) dx, (14)

â êîòîðîì δ åñòü ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ÷èñëî æå C(δ) îïðåäåëÿåòñÿ
ïîìèìî ÷èñëà δ åùå è ôóíêöèÿìè βi,1(x), i = 1,. . . ,n.

Èç (13) è (14) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

∫

Ω

αi(x)u2
xi

(x, t) dx + a0

∫

Ω

u2(x, t) dx +
2m2

δ

t∫

0

∫

Ω

βi,1u2
xi

dx dτ

≤ c0

n∑

i=1

t∫

0

∫

Ω

u2
xi

dx dτ + C1(δ)

t∫

0

∫

Ω

u2 dx dτ +

t∫

0

∫

Ω

f2 dx dτ. (15)

Äàëåå, èç (15) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

t∫

0

∫

Ω

αiu2
xi

dx dτ + a0

t∫

0

∫

Ω

u2 dx dτ ≤ c0

n∑

i=1

t∫

0

τ∫

0

∫

Ω

u2
xi

dx dθ dτ

+ C1(δ)

t∫

0

τ∫

0

∫

Ω

u2 dx dθ dτ +

t∫

0

τ∫

0

∫

Ω

f2 dx dθ dτ,

t∫

0

∫

Ω

[
αi +

2m2

δ
βi,1

]
u2

xi
dx dτ + a0

t∫

0

∫

Ω

u2 dx dτ ≤ c0

n∑

i=1

t∫

0

∫

Ω

u2
xi

dx dτ

+ c0

n∑

i=1

t∫

0

τ∫

0

∫

Ω

u2
xi

dx dθ dτ + C1(δ)

t∫

0

τ∫

0

∫

Ω

u2 dx dθ dτ + C1(δ)

t∫

0

∫

Ω

u2 dx dτ

+

t∫

0

τ∫

0

∫

Ω

f2 dx dθ dτ +

t∫

0

∫

Ω

f2 dx dτ.

Âûáðàâ ÷èñëî δ ðàâíûì 1
δ0
, èñïîëüçóÿ óñëîâèå (9) è ïðèìåíÿÿ êî âòîðîìó èç

äàííûõ íåðàâåíñòâ ëåììó Ãðîíóîëëà, ìû ïîëó÷èì ïåðâóþ àïðèîðíóþ îöåíêó
ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (1ε), (11), (12):

∫

Ω

u2(x, t) dx +
n∑

i=1

t∫

0

∫

Ω

u2
xi

dx dτ ≤ N1; (16)

ïîñòîÿííàÿ N1 â ýòîé îöåíêå îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷è, t
åñòü ÷èñëî èç îòðåçêà [0, T ].

Àíàëèçèðóÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàâåíñòâî

−
t∫

0

∫

Ω

(Lεu)τuτ dx dτ = −
t∫

0

∫

Ω

fτuτ dx dτ, (17)
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ìû ïîëó÷èì âòîðóþ àïðèîðíóþ îöåíêó ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (1ε), (11), (12):

∫

ω

u2
t (x, t) dx +

n∑

i=1

t∫

0

∫

Ω

u2
xiτ dx dτ ≤ N1; (18)

ïîñòîÿííàÿ N2 â ýòîé îöåíêå âíîâü îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü âõîäíûìè äàííûìè çàäà-
÷è (óòî÷íèì, ÷òî ïðè ïîëó÷åíèè äàííîé îöåíêè èñïîëüçîâàëèñü ïðèíàäëåæíîñòü
ôóíêöèè ft(x, t) ïðîñòðàíñòâó L2(Q) è ðàâåíñòâî ut(x, 0) = 0, ÿâëÿþùååñÿ ñëåä-
ñòâèåì óñëîâèÿ f(x, 0) = 0).

Ïîìèìî îöåíîê (16) è (18), äëÿ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (1ε), (11), (12) èìåþò
ìåñòî îöåíêè

n∑

k=1




t∫

0

∫

Ω

βi,1u2
xixk

dx dτ +

t∫

0

∫

Ω

βi,1u2
xixkτ dx dτ


 ≤ N3 (19)

ñ ïîñòîÿííîé N3, îïðåäåëÿþùåéñÿ ëèøü ÷èñëàìè c0, N1, N2 è ôóíêöèåé f(x, t).
Ýòè îöåíêè ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì îöåíîê (16) è (18), à òàêæå íåðàâåíñòâà (13) è
àíàëîãè÷íîãî íåðàâåíñòâà, ïîëó÷åííîãî ïðè àíàëèçå ðàâåíñòâà (17).

Ïîëîæèì Ωρ = {x ∈ Ω : dist(x, Γ) < ρ}. Ïóñòü ρ åñòü íàñòîëüêî ìàëîå ÷èñëî,
÷òî â îáëàñòè Ωρ îïåðàòîð B1 ñòðîãî ýëëèïòè÷åí ñ ïîñòîÿííîé ýëëèïòè÷íîñòè k1

2
(ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ÷èñëà ρ âûòåêàåò èç óñëîâèÿ ãëàäêîñòè (5) è èç óñëîâèÿ
(10) ñòðîãîé ýëëèïòè÷íîñòè îïåðàòîðà B1 íà ãðàíèöå Γ îáëàñòè Ω). Äàëåå, ïóñòü
η(x) åñòü áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà ìíîæåñòâå Ω ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî
η(x) = 1 ïðè x ∈ Γ, η(x) = 0 ïðè x ∈ ∂Ωρ ∩ Ω, |ηxi(x)| ≤ M

√
η(x), |ηxixj (x)| ≤

M
√

η(x), i, j = 1, . . . , n, x ∈ Ωρ (ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ôóíêöèè η(x) î÷åâèäíî).
Äëÿ ôóíêöèè v(x, t), îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâîì v(x, t) = η(x)u(x, t), â îáëàñòè Ωρ

âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå

B1εB2v = ηf + bkl,1
ε ηxk

(B2u)xl
+ Φ,

â êîòîðîì ôóíêöèÿ Φ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ ôîðìó îòíîñèòåëüíî ôóíê-
öèè u(x, t) è åå ïðîèçâîäíûõ ut(x, t), uxi(x, t), uxit(x, t), uxixj (x, t), uxixjxk

(x, t),
i, j, k = 1, . . . , n (âèä ôóíêöèè Φ ìû óòî÷íèì íèæå). Äàëåå, äëÿ ôóíêöèè v(x, t)
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

v(x, t)|∂Ωρ×(0,T ) =
∂v(x, t)

∂νx

∣∣∣∣
∂Ωρ×(0,T )

= 0.

Èçâåñòíûå îöåíêè ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé [9,10]
äàþò íåðàâåíñòâî

‖v‖2L2(0,t;W 4
2 (Ωρ)) ≤ N4 + N5‖Φ‖L2(0,t;L2(Ωρ)),

â êîòîðîì ïîñòîÿííàÿ N4 îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòàìè îïåðàòîðîâ Bi, i = 1, 2,
è ôóíêöèåé f(x, t), ïîñòîÿííàÿ N5 îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî êîýôôèöèåíòàìè îïå-
ðàòîðîâ Bi. Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà, òåîðåì âëîæåíèÿ [11, 12] è íåðàâåíñòâà (16)
ñëåäóåò îöåíêà

n∑

i,j,k=1

t∫

0

∫

Γ

u2
xixjxk

ds dτ +
n∑

i,j=1

t∫

0

∫

Γ

u2
xixj

ds dτ ≤ δ

t∫

0

∫

Ωρ

Φ2 dx dτ + C2(δ), (20)
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â êîòîðîé δ åñòü ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ÷èñëî æå C2(δ) ïîìèìî
÷èñëà δ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé f(x, t) è êîýôôèöèåíòàìè îïåðàòîðîâ Bi, i = 1, 2.

Íà ñëåäóþùåì øàãå ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî
t∫

0

∫

Ω

LεuB2u dx dτ =

t∫

0

∫

Ω

fB2u dx dτ.

Èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ýòî ðàâåíñòâî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

t∫

0

∫

Ω

bij,1
ε (B2u)xi

(B2u)xj
dx dτ +

1
2

∫

Ω

aij
ε (x)bkl,2(x)uxixl

(x, t)uxjxk
(x, t) dx

= −
t∫

0

∫

Γ

bij,1
ε (B2u)xi

B2uνj ds dτ −
t∫

0

∫

Ω

aij
xk

bkluxjτuxixl
dx dτ

+

t∫

0

∫

Ω

aij
ε bkl,2

xi
uxkxj

uxlτ dx dτ −
t∫

0

∫

Ω

aij
xk

bkl,2
xi

uxjτuxl
dx dτ

− 1
2

∫

Ω

(
aij

ε (x)bkl,2
xi

(x)
)
xj

uxk
(x, t)uxl

(x, t) dx +

t∫

0

∫

Ω

b0uB2u dx dτ

−
t∫

0

∫

Ω

fxib
ij,2uxj dx dτ −

t∫

0

∫

Γ

fbij,2uxj νi ds dτ + +

t∫

0

∫

Ω

fB2u dx dτ. (21)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç I1 ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè äàííîãî ðàâåíñòâà, ÷åðåç I2 �
ñóììó âñåõ îñòàëüíûõ. Îöåíêè (16) è (18), íåðàâåíñòâî (20) è íåðàâåíñòâî Þíãà
äàþò ñëåäóþùèå îöåíêè äëÿ I1 è I2:

|I1| ≤ N6δ

t∫

0

∫

Ωρ

Φ2 dx dτ + C3(δ),

|I2| ≤ δ1

n∑

i,j=1

t∫

0

∫

Ω

u2
xixj

dx dτ + C4(δ1);

â ýòèõ îöåíêàõ ÷èñëî δ1 åñòü ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ÷èñëî N6 îïðå-
äåëÿåòñÿ ëèøü êîýôôèöèåíòàìè îïåðàòîðà B1, ÷èñëî C3(δ) è C4(δ1) îïðåäåëÿ-
þòñÿ ÷èñëàìè δ è δ1, à òàêæå âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷è.

Äëÿ ôóíêöèè Φ èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

Φ = 2bkl,1
ε bij,2uxixjxk

ηxl
+ 2bkl,1

ε bij,2uxixkxl
ηxj + Φ̃,

â êîòîðîì ôóíêöèÿ Φ̃ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôîðìîé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè u(x, t) è
åå ïðîèçâîäíûõ ut(x, t), uxi(x, t), uxixj (x, t), i, j = 1, . . . , n. Âñëåäñòâèå óêàçàííîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

t∫

0

∫

Ωρ

Φ2 dx dτ ≤ N7

n∑

i,j,k=1

t∫

0

∫

Ωρ

u2
xixjxk

dx dτ + N8

n∑

i,j=1

t∫

0

∫

Ωρ

u2
xixj

dx dτ + N9
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ñ ïîñòîÿííûìè N7 � N9, îïðåäåëÿþùèìèñÿ ëèøü âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷è.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (21). Èìååì

t∫

0

∫

Ω

bij,1
ε (B2u)xi(B2u)xj dx dτ =

t∫

0

∫

Ωρ

bij,1
ε (B2u)xi(B2u)xj dx dτ

+

t∫

0

∫

Ω\Ωρ

bij,1
ε (B2u)xi

(B2u)xj
dx dτ ≥ k1

2

n∑

i=1

t∫

0

∫

Ωρ

[(B2u)xi
]2 dx dτ

≥ k2

n∑

i,j,k=1

t∫

0

∫

Ωρ

u2
xixjxk

dx dτ − k3

n∑

i=1

t∫

0

∫

Ωρ

u2
xi

dx dτ ;

ïîñòîÿííûå k2 è k3 çäåñü ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû, îïðåäåëÿþòñÿ îíè ÷èñëîì k1 è
êîýôôèöèåíòàìè îïåðàòîðà B2 (ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç èçâåñòíûõ
îöåíîê ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà
� ñì. [12]).

Ñóììèðóÿ ïðîäåëàííûå âûêëàäêè, ó÷èòûâàÿ îöåíêó (16) è íåðàâåíñòâî (20),
ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âûáîðå ÷èñëà δ äîñòàòî÷íî ìàëûì ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâà (21)
áóäåò íåðàâåíñòâî

n∑

i,j,k=1

t∫

0

∫

Ωρ

u2
xixjxk

dx dτ +
n∑

i=1

t∫

0

∫

Ω

βi,1[(B2u)xi ]
2 dx dτ

+ ε

n∑

i=1

t∫

0

∫

Ω

[(B2u)xi ]
2 dx dτ +

n∑

i,j=1

∫

Ω

αi(x)u2
xixj

(x, t) dx

≤ δ2

n∑

i,j=1

∫

Ω

u2
xixj

dx dτ + C5(δ2), (22)

â êîòîðîì ÷èñëî δ2 åñòü ïðîèçâîëüíîå ïîîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ÷èñëî æå C5(δ2)
îïðåäåëÿåòñÿ, ïîìèìî ÷èñëà δ2, åùå è âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷è.

Íåðàâåíñòâî (22) âìåñòå ñ îöåíêîé (19), óñëîâèåì (9) è âîçìîæíîñòüþ âûáîðà
÷èñëà δ2 ñêîëü óãîäíî ìàëûì äàþò àïðèîðíóþ îöåíêó

n∑

i,j=1

t∫

0

∫

Ω

u2
xixj

dx dτ +
n∑

i=1

t∫

0

∫

Ω

βi,1[(B2u)xi ]
2 dx dτ

+ ε

n∑

i=1

t∫

0

∫

Ω

[(B2u)xi ]
2 dx dτ ≤ N10 (23)

ñ ïîñòîÿííîé N10, îïðåëÿþùåéñÿ ëèøü âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷è.
Ñëåäóþùàÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îöåíêè (23); ýòà îöåíêà

èìååò âèä

n∑

i,j,k=1

t∫

0

∫

Ω

βi,1u2
xixjxk

dx dτ +
n∑

i,j,k=1

t∫

0

∫

Γ

u2
xixjxk

ds dτ +
n∑

i,j=1

t∫

0

∫

Γ

u2
xixj

dx dτ ≤ N11,

(24)
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ïîñòîÿííàÿ N11 â ýòîé îöåíêå îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷è.
Ïåðåéäÿ ê ïðîäèôôåðåíöèðîâàííîìó ïî ïåðåìåííîé t óðàâíåíèþ (1ε) è ïî-

âòîðÿÿ âûêëàäêè, êîòîðûå ïðèâåëè ê îöåíêàì (23) è (24), ìû ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ
ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (1ε), (11), (12) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ òàêæå ñëåäóþùàÿ
àïðèîðíàÿ îöåíêà

n∑

i,j=1

t∫

0

∫

Ω

u2
xixjτ dx dτ +

n∑

i,j,k=1

t∫

0

∫

Ω

(βi,1 + ε)u2
xixjxk

dx dτ

+
n∑

i,j,k=1

t∫

0

∫

Γ

u2
xixjxkτ ds dτ +

n∑

i,j=1

t∫

0

∫

Γ

u2
xixjτ ds dτ ≤ N12, (25)

ïîñòîÿííàÿ N12 â êîòîðîé âíîâü îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷è.
Ïóñòü ϕ(x) åñòü áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ñòðîãî ïîëîæèòåëü-

íàÿ âíóòðè Ω, îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü íà Γ è òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
|ϕxi

(x)| ≤ M
√

ϕ(x), i = 1, . . . , n. Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî
t∫

0

∫

Ω

ϕLεuB2
2u dx dτ =

t∫

0

∫

Ω

ϕfB2
2u dx dτ.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì êàê ñïðàâà òàê è ñëåâà, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (2), (3), (8)
à òàêæå óñëîâèå f ∈ L2(0, T ; W 1

2 (Ω)), ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Þíãà è ó÷èòûâàÿ
îöåíêó (25), ìû ïðèäåì ê íåðàâåíòâó

∫

Ω

ϕ(x)αi(x)[(B2u(x, t))xi ]
2 dx +

n∑

i,j=1

t∫

0

∫

Ω

ϕβi,1[(B2u)xixj ]
2 dx dτ

≤ δ
∑

i,j,k

∫

Ω

ϕ(x)u2
xixjxk

(x, t) dx + C6(δ), (26)

â êîòîðîì δ åñòü ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ÷èñëî C6 îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñ-
ëîì δ è âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷è.

Èìåþò ìåñòî î÷åâèäíûå íåðàâåíñòâà
∫

Ω

ϕ(x)βi,1(x)[(B2u(x, t))xi ]
2 ≤ N13,

k4

n∑

i,j,k=1

∫

Ω

ϕ(x)u2
xixjxk

(x, t) dx ≤
n∑

i=1

∫

Ω

ϕ(x)[(B2u(x, t))xi ]
2 dx + N14,

â êîòîðûõ ÷èñëà N13, N14 è k4 ïîëîæèòåëüíû è îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè
îïåðàòîðà B2 è ÷èñëîì N12. Èñïîëüçóÿ ýòè íåðàâåíñòâà è óñëîâèå (9), ïîëó÷èì,
÷òî ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà (26) áóäåò íåðàâåíñòâî

n∑

i,j,k=1

∫

Ω

ϕ(x)u2
xixjxk

(x, t) dx +
n∑

i,j=1

t∫

0

∫

Ω

ϕβi,1[(B2u)xixj ]
2 dx dτ

≤ N15δ

n∑

i,j,k=1

∫

Ω

ϕ(x)u2
xixjxk

(x, t) dx + N16

n∑

i,j,k=1

t∫

0

∫

Ω

ϕu2
xixjxk

dx dτ + N17.
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Ïîäáèðàÿ ÷èñëî δ ìàëûì è èñïîëüçóÿ äàëåå ëåììó Ãðîíóîëëà, ìû ïðèäåì ê
àïðèîðíîé îöåíêå

n∑

i,j,k=1

∫

Ω

ϕ(x)u2
xixjxk

(x, t) dx +
n∑

i,j=1

t∫

0

∫

Ω

ϕβi,1[(B2u)xixj
]2 dx dτ ≤ N18 (27)

ñ ïîñòîÿííîé N18, îïðåäåëÿþùåéñÿ ëèøü âõîäíûìè äàííûìè çàäà÷è.
Èç îöåíêè (27) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàþò ðàâíîìåðíûå ïî ε âêëþ÷åíèÿ

u(x, t) ∈ L∞(0, T ;W 3
2 (Ω′)), βi,1(x)uxixjxkxl

(x, t) ∈ L2(0, T ; L2(Ω′)) (28)

äëÿ i, j, k, l = 1, . . . , n è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè Ω′

îáëàñòè Ω.
Èç îöåíîê (25), (27) è èç ðàâíîìåðíûõ ïî ε âêëþ÷åíèé (28), ñïðàâåäëèâûõ äëÿ

âñåãî ñåìåéñòâà {uε(x, t)} ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (1ε), (11), (12), ñëåäóåò âîç-
ìîæíîñòü âûáîðà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uεm(x, t)}, ñõîäÿùåéñÿ ê îáîáùåííîìó
ðåøåíèþ u(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (1), (11), (12). Äëÿ ïðåäåëüíîé ôóíêöèè u(x, t)
áóäóò èìåòü ìåñòî îöåíêè (25) è (27), âçÿòûå ïðè ε = 0, à òàêæå âêëþ÷åíèÿ (28).
Ýòî è îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü òðåáóåìîãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäóþùèé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêîìó îïåðàòîðó A è

ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêèì îïåðàòîðàì B1 è B2, ýëëèïòè÷åñêèì íà ìíîæåñòâå Γ.
Â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì (2) è (3) ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷íîñòè îïåðàòîðîâ B1

è A áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå íà
ìíîæåñòâå Ω ôóíêöèè βi,2(x) òàêèå, ÷òî ïðè x ∈ Ω, ξ ∈ Rn âûïîëíÿþòñÿ íåðà-
âåíñòâà

0 ≤ βi,2(x)ξ2
i ≤ bij,2(x)ξiξj ≤ m0β

i,2(x)ξ2
i . (2′)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2), (3), (5), (7) è (10) òåîðåìû 1, à
òàêæå óñëîâèå (2′) è óñëîâèÿ

|βi,2
xk

(x)| ≤ M1

√
βi,2(x), x ∈ Ω, i = 1, . . . , n, M1 ≥ 0; (8′)

∃ δ0 > 0 : αi(x) + 2δ0β
i,1(x)βi,2(x) ≥ k0 > c0, x ∈ Ω, i = 1, . . . , n; (9′)

bij,2(x)ξiξj ≥ k1|ξ|2, x ∈ Γ, ξ ∈ Rn. (10′)

Òîãäà äëÿ ëþáîé f(x, t) òàêîé, ÷òî f(x, t) ∈ L2(Q), ft(x, t) ∈ L2(Q), f(x, 0) = 0
ïðè x ∈ Ω êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (11), (12) èìååò îáîáùåííîå ðåøåíèå u(x, t) òàêîå,
÷òî u(x, t) ∈ L∞(0, T ; W 2

2 (Ω)), ut(x, t) ∈ L2(0, T ; W 2
2 (Ω)).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ â öåëîì âïîëíå àíàëîãè÷íî äîêà-
çàòåëüñòâó òåîðåìû 1. Óòî÷íèì ëèøü, ÷òî ðåãóëÿðèçóþùèé îïåðàòîð Lε ñòðîèòñÿ
ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿðèçàöèè êàê îïåðàòîðà B1, òàê è îïåðàòîðà B2, è ÷òî òðåáó-
åìûå àïðèîðíûå îöåíêè âûâîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ àíàëèçà ðàâåíñòâ, àíàëîãè÷íûõ
ñîîòâåòñòâóþùèì ðàâåíñòâàì, èñïîëüçîâàâøèìñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.

Çàìå÷àíèå 1. Â [5] ðàññìàòðèâàëàñü èíàÿ, íåæåëè â íàñòîÿùåé ðàáîòå, çà-
äà÷à � âìåñòî âòîðîãî óñëîâèÿ (12) çàäàâàëîñü óñëîâèå

B2u|Γ×(0,T ) = 0.

Ïîäîáíóþ æå çàäà÷ó ìû âïîëíå ìîãëè áû èññëåäîâàòü è â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå.
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Çàìå÷àíèå 2. Àíàëîãè÷íûìè ìåòîäàìè ìîæíî èññëåäîâàòü ðàçðåøèìîñòü
ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íåêîòîðûõ óðàâíåíèé áîëåå âûñîêîãî, ÷åì ÷åòâåðòîãî,
ïîðÿäêà � íàïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèé

Aut + (−1)mB1B2u = f

ñ ýëëèïòèêî- ïàðàáîëè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè A è B1 âòîðîãî ïîðÿäêà è ýëëèïòè-
÷åñêèì îïåðàòîðîì B2 ïîðÿäêà 2m.
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