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СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЙ И ИХ СВОЙСТВА
В МОДЕЛИ ПОДЛЕДНОГО КОНВЕКТИВНОГО

ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ

А. А. Резванцева

В работе рассматривается модель крупных вихрей (LES-модель) для описания
подледного конвективного пограничного слоя глубокого озера. При построении
LES модели использовалось расщепление исходной системы уравнений термо-
гидродинамики водоема (система Обербека - Буссинеска). Исследован вопрос
существования и единственности решений соответствующей краевой задачи для
этой системы.

В данной работе рассматривается модель крупных вихрей (LES-модель) для
описания подледного конвективного пограничного слоя глубокого озера. При по-
строении LES модели использовалось расщепление исходной системы уравнений
термогидродинамики водоема (модель Обербека – Буссинеска) (см. [1, 2]). Сила
Кориолиса в уравнениях движения не учитывается из-за малых горизонтальных
масштабов термиков (когерентных структур). Слой пресной воды, охваченный
конвекцией составляет лишь несколько десятков метров, поэтому зависимость
плотности от давления и минерализации не рассматривается; при этом вместо
трехмерной задачи будем рассматривать двумерную. Рассматривается система
уравнений:
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где t — время, z — вертикальная координата, направленная вниз, значение z = 0
соответствует нижней кромке льда, R(z, t) — количество коротковолновой сол-
нечной радиации, поглощаемой подледным слоем воды, (. . .) = L−1

∫ L

0
(. . .) dx —

оператор осреднения вдоль горизонтальной оси Ox, L — размер области осредне-
ния, µ, ν — положительные постоянные, (u,w) — компоненты вектора скорости,
θ = T = 1

L

∫ L

0
T (x, z, t) dx, — средняя температура и соответственно, ζ = T − T —

флуктуация температуры, α, θm — некоторые постоянные, p — давление. Система
рассматривается в параллепипеде Q = Ω× (0, Y ), где Ω = (0, L)× (0,H).
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Краевые и начальные условия для системы (1)–(4) имеют вид

u|z=0 = w|z=0 = 0,
∂u

∂z

∣∣∣
z=H

= w|z=H = 0, u|t=0 = u0, w|t=0 = w0. (5)

ζ|z=0 = θ|z=0 = 0,
∂ζ

∂z

∣∣∣
z=H

= 0,
∂θ

∂z

∣∣∣
z=H

= γ0, ζ|t=0 = ζ0, θ|t=0 = θ0 (6)

(γ0 — некоторая постоянная, H — глубина полного затухания конвективных дви-
жений). По переменной x все искомые функции удовлетворяют условиям перио-
дичности.

Данная система введена в работах П.Ю. Пушистова [1, 2] в двух и трехмерном
случаях и была построена на основе классической модели термогидродинамики
(система Обербека – Буссинеска). Им же были построены численные алгоритмы
для решения задачи (1)–(6) для этой и близких моделей и проводились численные
эксперименты. В литературе рассматривались различные системы такого вида.
Можно отметить, например, ряд работ В. И. Юдовича [3], В. В. Пухначева [4]
и ряда других авторов, где для близких систем рассматривались самые разные
вопросы в том числе качественные свойства решений, вопросы построения част-
ных решений, вопросы существования и единственности решений и некоторые
другие. Однако, задача (1)–(6) довольна специфична и, насколько нам извест-
но, ранее не исследовалась. Здесь возникают нестандартные краевые условия
(условие Неймана на части границы) и нестандартные нелинейные слагаемые. В
данной работе мы получим теоремы существования и единственности решений
(теоремы 1 и 2). В качестве функциональных пространств используем простран-
ства Соболева W s

p (Ω).

1. Основные результаты

Теорема 1. Пусть выполняются условия Rz ∈ L∞(0, Y ; L2(Ω0)), R|z=H = 0,
Rt ∈ L2(Q0) (Q0 = Ω0 × (0, Y ), Ω0 = (0,H)), u0, w0 ∈ W 2

2 (Ω), u0, w0 - удовлетво-
ряют краевым условиям на ∂Ω, u0x +w0z = 0 (∀x ∈ Ω), θ0 ∈ W 2

2 (Ω0), ζ0 ∈ W 2
2 (Ω),

θ0, ζ0 удовлетворяют краевым условиям и условию ζ0 = 0. Тогда существует един-
ственное решение задачи (1)–(6) такое, что

ζ, w, u ∈ L∞(0, Y ; W 2
2 (Ω)), ζt, wt, ut ∈ L∞(0, Y ; L2(Ω)) ∩ L2(0, Y ; W 1

2 (Ω)),

θ ∈ L∞(0, Y ; W 2
2 (Ω0)), ζ = 0, p ∈ L∞(0, Y ; W 1

2 (Ω)),
∫

Ω

p dx = 0. (7)

Замечание. Условие R|z=H = 0 можно заменить на условие Rz, Rzt ∈ L2(Q0).

Теорема 2. Пусть данные задачи (1)–(6) удовлетворяют условиям теоремы 1
и дополнительно условиям: u0, w0, ζ0 ∈ W 2−2p

p (Ω), θ0 ∈ W 2−2p
p (Ω0) (p ≥ 2). Тогда

решение задачи (1)–(6) полученное в теореме 1 обладает свойством: u,w, ζ ∈
Lp(0, Y ;W 2

p (Ω)), ζ, w, u ∈ L∞(0, Y ; W 2
p (Ω)), ζt, wt, ut ∈ Lp(Q), θt ∈ Lp(Q0), θ ∈

Lp(0, Y ;W 2
p (Ω0)), p ∈ Lp(0, Y ; W 1

p (Ω)).

2. Доказательство теоремы 1

Рассмотрим спектральную задачу

4U +∇p = λU, div U = 0, (8)
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где U — вектор с координатами
(

u
w

)
, с краевыми условиями: периодичность

по x, т. е.

u|x=0 = u|x=L, w|x=0 = w|x=L, ux|x=0 = ux|x=L, wx|x=0 = wx|x=L, (9)

и
u|z=0 = w|z=0 = w|z=H = uz|z=H = 0. (10)

Обозначим собственные значения этой задачи через βi. Легко, в соответствии со
схемой изложенной в [5], показывается, что из собственных функций этой задачи
можно составить ортонормированный базис в подпространстве L2(Ω), состоящем
из соленоидальных векторных полей. Более того, собственные функции являются
достаточно гладкими функцими, в частности, они принадлежат W 2

2 (Ω) и обра-
зуют базис в соответствующих подпространствах пространств W 1

2 (Ω) и W 2
2 (Ω).

Запишем собственные функции в виде Ui =
(

ui

wi

)
. Положим L = µ ∂2

∂x2 + ν ∂2

∂z2 .

Складывая (3) и (4) легко увидеть, что температура T удовлетворяет уравнению

L1T =
∂T

∂t
+ uTx + uTz − LT = Rz(z, t), (11)

условиям периодичности по x и

T |z=0 = 0, Tz|z=H = γ0z. (12)

Для удобства запишем (1) и (2) в виде

L2U = Ut + uUx + wUz + LU = g(T ), (13)

где U =
(

u
w

)
, g(T ) =

(
0,

λ(T − θm)T

)
. Пусть скобки (·, ·)0 обозначают

стандартное скалярное произведение в L2(Ω), т.е. (u, v) =
∫
Ω

uvdx. Обозначим
также символом (·, ·) скалярное произведение в L2(Ω) × L2(Ω), то есть (U, V ) =
(u1, v1)0 + (u2, v2)0. Ищем приближенное решение задачи (11)–(13), (5) в виде

Un =
n∑

i=1

cin(t)Ui, Tn = χn + T̃n,

где

χn =
n∑

i=1

γ0(z, ζi)0ζi =
n∑

i=1

χiζi, T̃n =
n∑

i=1

αin(t)ζi

и {ζi} — нормированные в L2(Ω) собственные функции задачи:

µζxx + νζzz = λζ,

ζ|x=0 = ζ|x=L, ζx|x=0 = ζx|x=L, ζ|z=0 = ζz|z=H = 0.

Обозначим через λi соответствующие собственные значения. Функции ζi обра-
зуют ортонормированный базис в L2(Ω) и базис в подпространствах W 1

2 (Ω) и
W 2

2 (Ω), состоящих из функций, удовлетворяющих краевым условиям. Легко ви-
деть, что ‖χn−γ0z‖W

3/2−ε
2 (0,H)

→ 0 при n →∞ при любом 0 < ε < 3/2 и функция
χn не зависит от переменной x, т. е. χn = χ(z).

Функции cin, αin определяем из системы обыкновенных дифференциальных
уравнений

(L1T
n, ζi)0 = (Rz, ζi)0, i = 1, 2, . . . , n, (14)



Резванцева А. А.240

(L2U
n, Ui) = (g(Tn), Ui), i = 1, 2, . . . , n. (15)

В качестве данных Коши используем данные: cin(0) = c0i, αin(0) = α0i, где
постоянные в правой части — постоянные из разложений

U0 =
(

u
w

)
=

∞∑

i=1

c0iUi,

T0 =
∞∑

i=1

α0iζi, T0 = θ0(z) + ζ0

Положим также T̃0 = T0 − γ0z0 Таким образом,

Tn(0) = Tn
0 =

n∑

i=1

α0iUi, Un(0) = Un
0 =

n∑

i=1

c0iUi, T̃n(0) =
n∑

i=1

(α0i − χi)ζi.

Из наших условий на данные вытекает, что последовательность ‖T̃n(0)‖W 2
2 (Ω)

равномерно ограничена.
Система разрешима локально по времени. Получим априорные оценки гаран-

тирующие, что система разрешима на всем [0, Y ]. Умножим (14) на λin + χi и
просуммируем по i от 1 до n. Получим

(L1T
n, Tn)0 = (Rz, T

n).

Интегрируя по частям и используя лемму Гронуолла, получим

‖Tn‖L∞(0,Y ;L2(Ω)) + ‖Tn‖L2(0,Y ;W 1
2 (Ω)) ≤ c‖Rz‖L2(Q). (16)

Умножим (15) на cin и просуммируем по i от 1 до n. Интегрируя по частям, ис-
пользуя лемму Гронуолла и теоремы вложения и стандартные интерполяционные
неравенства, получим оценку

‖Un‖L∞(0,Y ;L2(Ω)) + ‖Un‖L2(0,Y ;W 1
2 (Ω)) ≤ c‖Rz‖L2(Q). (17)

Далее оценки проводятся в соответствии со стандартной схемой (см. [7]). Из (14)
мы выводим

‖Tn
t (0)‖2L2(Ω) = (Rz(0), Tn

t (0))0 + (LTn
0 , Tn

t (0))0 − (un
0Tn

0x + wn
0 Tn

0z, T
n
t (0))0

≤ [‖Rz(0)‖L2(Ω) + ‖LT̃n
0 ‖L2(Ω) + ‖un

0‖L∞(Ω)‖Tn
0x‖L2(Ω)

+ ‖wn
0 ‖L∞(Ω)‖Tn

0z‖L2(Ω)

]‖Tn
t ‖L2(Ω).

Отсюда получим оценку

‖Tn
t (0)‖L2(Ω) ≤ c(‖Rz(0)‖L2(0,H), ‖Tn

0 ‖W 1
2 (Ω), ‖T̃n

0 ‖W 2
2 (Ω), ‖Un

0 ‖L∞(Ω)). (18)

Аналогично из (15) получим оценку

‖Un
t (0)‖L2(Ω) ≤ c(‖Tn

0 ‖L∞(Ω), ‖Un
0 ‖W 2

2 (Ω)). (19)

Дифференцируя равенства (14), (15) по t и умножая полученные равенства на
α′in, c′in и суммируя по n, получим

(
∂

∂t
L1T

n, Tn
t )0 = (Rz, T

n
t )0, (

∂

∂t
L2U

n, Un
t ) = (g(Tn), Un

t ).
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Из этого равенства как и в [7] (§ 6.6 гл. 1) получим оценку

‖un
t ‖L∞(0,Y ;L2(Ω)) + ‖wn

t ‖L∞(0,Y ;L2(Ω)) + ‖un
t ‖L2(0,Y ;W 1

2 (Ω)) + ‖wn
t ‖L2(0,Y ;W 1

2 (Ω))

+ ‖Tn
t ‖L∞(0,Y ;L2(Ω)) + ‖Tn

t ‖L2(0,Y ;W 1
2 (Ω)) ≤ c1, (20)

где постоянная c1 не зависит от n. Наконец, последнюю оценку получим умножая
равенства (14), (15) на λiαin, βicin и суммируя по n. Получим равенства

(L1T
n, LTn)0 = (Rz, LTn)0, (L2U

n, L̂Un) = (g(Tn), L̂Un).

где L̂Un — проекция LUn в L2(Ω) на подпространство соленоидальных векторных
полей. Используя стандартные свойства этой проекции [5], получим оценку

‖un‖L∞(0,Y ;W 2
2 (Ω)) + ‖wn‖L∞(0,Y ;W 2

2 (Ω))

+ ‖T̃n‖L∞(0,Y ;W 2
2 (Ω)) + ‖ζn‖L∞(0,Y ;W 2

2 (Ω)) ≤ c2, (21)

где постоянная c2 зависит от норм правой части и начальных данных.
Предельный переход. Априорные оценки (16), (17), (20), (21) позволяют обос-

новать предельный переход в системе дифференциальных уравнений и показать,
что предельные функции есть решение задачи (11)–(13), (5). Из оценок вытекает,
что существуют подпоследовательности unk , wnk , T̃nk такие, что

unk , unk
xj

, unk
t , wnk , wnk

xj
, wnk

t , unk
xixj

, wnk
xixj

→ u, uxj , ut, w, wxj , wt, uxixj , wxixj

∗-слабо в L∞(0, Y ; L2(Ω)) (i, j = 1, . . . , n),

wnk
txj

, unk
txj

,→ wtxj , utxj слабо в L2(0, Y ;L2(Ω)) (j = 1, . . . , n).

Аналогично найдется подпоследовательность T̃nk такая, что

T̃nk , Tnk
xj

, T̃t, T̃
nk
xj ,xi

→ T̃ , T̃xj , T̃t, T̃xixj ∗-cлабо в L∞(0, Y ; L2(Ω)) (j = 1, . . . , n)

и
T̃nk

txj
→ T̃txj cлабо в L2(0, Y ; L2(Ω)) (j = 1, . . . , n).

Предельные функции u,w, T̃ обладают свойствами

ut, wt, T̃t ∈ L∞(0, Y ;L2(Ω)), u, w, T̃ ∈ L∞(0, Y ; W 2
2 (Ω)),

ut, wt, T̃t ∈ L2(0, Y ;W 1
2 (Ω)).

Далее, предельный переход осуществляется в соответствии со стандартной схе-
мой, изложенной, например, в [7]. Предельные функции удовлетворят краевым
условиям и системам (11), (13) п. в. Усредняя (11) по переменной x и обозначая
θ = T , придем к (4). Вычитая (4) из (11) и полагая ζ = T − T , получим (3).

2. Доказательство теоремы 2

Рассмотрим решение, полученное в теореме 1 и продолжим его в более ши-
рокую область. Сначала решения U, T системы продолжим периодическим об-
разом по переменной x. Полученные функции уже будут определены в области
(−∞,∞) × (0, H) × (0, Y ) и будут удовлетворять той же самой системе уравне-
ний. В уравнении (11) для температуры сделаем сдвиг T = T1 + γ0z. Получим
уравнение

T1t + uT1x + wT1z − LT1 = Rz − γ0w = g2(x, z, t).
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Построим четное продолжение относительно плоскости z = H функций g2, u,
T1, p, u0, T0 и нечетное продолжение функций w, g1, w0 (g1 = α(T − θm)T ).
Продолженные функции обозначим через ũ, ũ0, w̃, w̃0, T̃1, g̃1, g̃2, Ũ . Например,

ũ(x, z, t) =
{

u(x, 2H − z, t), если z > H;
u(x, z, t), eсли z < H;

w̃(x, z, t) =
{ −w(x, 2H − z, t), если z > H;

w(x, z, t), eсли z < H; Ũ =
(

ũ
w̃

)
.

Полученные функции будут удовлетворять системе

∂Ũ

∂t
+ ũŨx + w̃Ũz +

1
ρ0

∂p̃

∂x
− LŨ =

(
0
g̃1

)
, (22)

∂T̃1

∂t
+ ũT̃1x + w̃T̃1z +

1
ρ0

∂p̃

∂z
− LT̃1 = g̃2 (23)

в области Q̃ = (−∞,∞) × (0, 2H) × (0, Y ) и будут в любой области вида Q̃R =
ΩR × (0, Y ), ΩR = (−R, L + R)× (0, 2H) (R > 0) принадлежать классам

Ũ , T̃1 ∈ L∞(0, Y ; W 2
2 (ΩR)), Ũt, T̃1t ∈ L∞(0, Y ; L2(ΩR)), Ũt, T̃1t ∈ L2(0, Y ;W 1

2 (ΩR)).

Возьмем R > 0 и рассмотрим функцию ϕ(x) ∈ C∞0 такую, что

ϕ(x) =
{

1, x ∈ (−R, L + R),
0, |x| > L + 2R.

Тогда функции V = Ũϕ, R = T̃1ϕ есть решения начально-краевой задачи с усло-
виями Дирихле на боковой поверхности цилиндра в некоторой области с беско-
нечно дифференцируемой гладкой границей для системы вида

∂V

∂t
+

1
ρ0

∂p̃

∂x
− LV = f1,

∂R

∂t
− LT̃1 = f2,

где, как вытекает из теорем вложения, правые части лежат в L∞(0, Y ; Lq(ΩR))
для всех q ≥ 1 и R > 0. Ссылаясь на известные результаты [6, 8], мы получим
утверждение теоремы 2.
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