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О СТАБИЛИЗАЦИИ РЕШЕНИЯ
ЗАДАЧИ ИДЕНТИФИКАЦИИ ФУНКЦИИ ИСТОЧНИКА

ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

Р. В. Сорокин

В работе исследовано поведение решения задачи идентификации функции ис-
точника многомерного параболического уравнения при t → +∞. Получены до-
статочные условия ограниченности решения при всех t и его стремления к нулю
при t → +∞.

Вопросы стабилизации решения задачи идентификации для одномерного па-
раболического уравнения исследовались в [2]. В данной работе исследуется ана-
логичная задача для многомерного параболического уравнения.

В многомерной полосе G[0,+∞) = {(t, x, z)| t > 0, x ∈ En, z ∈ E1} рассмотрим
задачу Коши

ut = Lx(u) + a(t)uzz + b(t)uz + c(t)u + g(t, x)f(t, x, z), (1)

u(0, x, z) = u0(x, z), x ∈ En, z ∈ E1. (2)

Здесь

Lx(u) =
n∑

j,k=1

ajk(t)uxjxk
+

n∑

j=1

aj(t)uxj ,

µ|ξ|2 6
n∑

j,k=1

ajk(t)ξjξk ∀ξ ∈ En, t ∈ [0, T ], µ = const > 0.

Коэффициенты ajk(t), aj(t), a(t), b(t), c(t), f(t, x, z) — непрерывные, действи-
тельнозначные функции своих аргументов, заданные при t > 0 и в G[0,+∞) соот-
ветственно. Коэффициент g(t, x) является неизвестным и подлежит определению
одновременно с функцией u(t, x, z).

Пусть выполняется условие переопределения

u(t, x, 0) = β(t, x), x ∈ En, t ∈ [0, T ], (3)

где β(t, x) — заданная действительнозначная функция, удовлетворяющая усло-
вию согласования

u0(x, 0) = β(0, x), x ∈ En. (4)
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Предположим, что входные данные в G[0,+∞) удовлетворяют следующим ус-
ловиям

|ajk(t)|+ |aj(t)|+ |a(t)|+ |b(t)|+ |c(t)| 6 C, j, k = 1, 2,∣∣Dα
x β(t, x)

∣∣ +
∣∣ ∂
∂tD

α
x β(t, x)

∣∣ 6 C,

|f(t, x, 0)| > δ > 0, c(t) ≤ 0.

(5)

Здесь и далее C — некоторые положительные постоянные, вообще говоря, раз-
личные.

Предполагая, что функция u(t, x, z) допускает преобразование Фурье по пере-
менной z, приходим к задаче Коши для линейного интегро-дифференциального
уравнения в области G̃[0,T ] = {(t, x, y)| 0 ≤ t ≤ T, x ∈ En, y ∈ E1}

vt = Lx(v)− ay2v + iybv + cv

+ Re

(
γ + a

+∞∫

−∞
y2v dy − ib

+∞∫

−∞
yv dy

)
f−1(t, x, 0)F (t, x, y), (6)

v(0, x, y) = v0(x, y). (7)

Здесь γ(t, x) = βt(t, x)− c(t)β(t, x)− Lx(β(t, x)).
Предположим, что функции F (t, x, y) и v0(x, y) в G̃[0,+∞) удовлетворяют сле-

дующим соотношениям

|yk+εDα
x F |+ |yk+εDα

x v0| ≤ C, |α| ≤ 3, k = 0, 1, . . . , 3,

|yk+ε ∂

∂y
Dα

x F |+ |yk+ε ∂

∂y
Dα

x v0| ≤ C, |α| ≤ 2, k = 0, 1, . . . , 3, ε = const > 0.
(8)

Рассмотрим задачу (6), (7) в области G̃[0,T ] = {(t, x, y)| 0 ≤ t ≤ T, x ∈ En, y ∈
E1}. Здесь T > 0 — некоторая фиксированная постоянная. Слабо аппроксимиру-
ем задачу (6)–(7) следующим образом

vτ
t = 2Lx(vτ ), mτ < t ≤ (m + 1

2 )τ, (9)

vτ
t = −2ay2vτ + 2iybvτ + 2cvτ + 2Re

(
γ + a

+∞∫

−∞
y2vτ dy − ib

+∞∫

−∞
yvτ dy

)

× f−1(t, x, 0)F (t, x, y), (m + 1
2 )τ < t ≤ (m + 1)τ, (10)

vτ (0, x, y) = v0(x, y). (11)

Здесь m = 0, 1, . . . N − 1, Nτ = T .
Покажем, что последовательность {vτ} решений задачи (9)–(11) сходится к

решению задачи (6)–(7) равномерно на каждом компакте в G[0,T ] для любого
фиксированного T > 0.

Рассмотрим при t ∈ [t0, t0 + θ] (t0, θ > 0) задачу Коши

Vt = −2ay2V + 2iybV + 2cV + 2Re

(
γ + a

+∞∫

−∞
y2V dy − ib

+∞∫

−∞
yV dy

)

× f−1(t, x, 0)F (t, x, y) + Φ(t, x, y), (12)

V (t0, x, y) = Vt0(x, y). (13)
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Здесь x, y ∈ En+1 — параметры.
Введем обозначения

Yk =
k∑

j=0

yj .

Имеет место следующая

Лемма 1. Пусть выполняются условия (5), (8) и для функции Φ(t, x, y) спра-
ведливо соотношение

+∞∫

−∞
Y2|Φ(t, x, y)| dx ≤ C. (14)

Тогда решение задачи (12)–(13) на любом отрезке [t0, t0 + θ] удовлетворяет нера-
венству

+∞∫

−∞
Y2|V | dy ≤ eC1θ

+∞∫

−∞
Y2|Vt0 | dy + C2θ. (15)

Доказательство. Пусть

V (t, x, y) = V1(t, x, y) + iV2(t, x, y),
Φ = Φ1 + iΦ2, F = F + iF,

Ψ = Re


γ + a

+∞∫

−∞
y2V dy − ib

+∞∫

−∞
yV dy


 .

Тогда уравнение (12) перепишем следующим образом
{

1
2V1t = −ay2V1 − ybV2 − cV1 + ΨF1 + Φ1,
1
2V2t = −ay2V2 + ybV1 − cV2 + ΨF2 + Φ2.

(16)

В системе (16) первое уравнение умножим на V1, второе — на V2

{
1
2V1tV1 = −ay2V 2

1 − ybV2V1 − cV 2
1 + ΨF1V1 + Φ1V1,

1
2V2tV2 = −ay2V 2

2 + ybV1V2 − cV 2
2 + ΨF2V2 + Φ2V2

и просуммируем

1
4

∂

∂t
|V |2 = −ay2|V |2 + c|V |2 + Ψ(F1V1 + F2V2) + Φ1V1 + Φ2V2.

Разделив последнее уравнение на |V |, получим, что для почти всех t выпол-
нено

∂

∂t
|V |+ 2y2|a||V | − 2c|V | ≤ 4|Ψ||F |+ 2|Φ|. (17)

Умножим неравенство (17) на Y2, и проинтегрируем по y, а затем по t.

+∞∫

−∞
Y2|V | dy +

t∫

t0

|a|
+∞∫

−∞
y2Y2|V | dydτ − 2

t∫

t0

c

+∞∫

−∞
Y2|V | dy dτ

≤ 4
δ

t∫

t0

(
|a|+ |b|

+∞∫

−∞
Y2|F | dy

+∞∫

−∞
Y2|V | dy

)
dτ +

4
δ

t∫

t0

(
|γ|

+∞∫

−∞
Y2|F | dy

)
dτ
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+

+∞∫

−∞
Y2|Vt0 | dy + 2

+∞∫

−∞

t∫

t0

Y2|Φ| dy dτ. (18)

Используя (5), (8), (14), неравенство (18) можно записать в виде

+∞∫

−∞
Y2|V | dy ≤

t∫

t0

(
C1

+∞∫

−∞
Y2|Y | dy + C2

)
dτ +

+∞∫

−∞
Y2|Vt0 | dy.

Применяя к полученному неравенству лемму Гронуолла, получаем

+∞∫

−∞
Y2|V | dy ≤ eC1(t−t0)

+∞∫

−∞
Y2|Vt0 | dy +

C2

C1

(
eC1(t−t0) − 1

)
. (19)

Разложим последнее слагаемое в неравенстве в ряд Тейлора при t ∈ [t0, t0 +θ]
в предположении малости θ.

C2

C1

(
eC1(t−t0) − 1

)
6 C2

C1

(
eC1θ − 1

)

=
C2

C1

(
−1 + 1 + C1θ +

(C1θ)2

2!
+ . . . +

(C1θ)n

n!
+ . . .

)
6 C2

C1

C1θ

1− C1θ
6 C2θ.

Подставляя полученный результат в (19), получаем неравенство (15). Лемма
доказана.

Лемма 2. Пусть выполняются условия (5), (8). Пусть также в G̃[0,T ] спра-
ведливы соотношения

Yλ|Φ| ≤ C (0 ≤ λ ≤ 4),

+∞∫

−∞
Y2|V | dy ≤ C, (20)

где V — решение задачи (12)–(13). Тогда на любом отрезке [t0, t0+θ] справедливо
неравенство

Yλ|V | ≤ Yλ|Vt0 |+ Cθ. (21)

Доказательство. Рассуждая так же, как и при доказательстве леммы 1,
придем к неравенству (17). Умножив его на Yλ и проинтегрировав по переменной
t на отрезке [t0, t], получим

Yλ|V |+
t∫

t0

|a|y2Yλ|V | dτ − 2

t∫

t0

cYλ|V | dτ

≤ 4
δ

t∫

t0


|a|Yλ|F |

+∞∫

−∞
Y2|V | dy


 dτ +

4
δ

t∫

t0


|b|Yλ|F |

+∞∫

−∞
Y2|V | dy


 dτ

+
4
δ

t∫

t0

(|γ|Yλ|F | dy) dτ + Yλ|Vt0 |+ 2

t∫

t0

Yλ|Φ| dτ. (22)

Учитывая (5), (8), (20), из последнего неравенства очевидным образом полу-
чаем утверждение леммы.



Сорокин Р. В.264

Вернемся к расщепленной задаче (9)–(11). Рассмотрим нулевой целый шаг
(m = 0). Из принципа максимума для параболического уравнения следует, что
на первом дробном шаге выполнено неравенство

+∞∫

−∞
Y2 sup

x∈En

|vτ (t, x, y)| dy ≤
+∞∫

−∞
Y2 sup

x∈En

|v0(x, y)| dy, 0 < t ≤ τ

2
.

Тогда, используя результат леммы 1, получаем, что на втором дробном шаге
справедливо неравенство

+∞∫

−∞
Y2 sup

x∈En

|vτ (t, x, y)| dy ≤ eC1τ/2

+∞∫

−∞
Y2 sup

x∈En

|vτ
0 (x, y)| dy + C2τ/2,

τ

2
< t ≤ τ.

Рассмотрим первый целый шаг (m = 1).
На первом дробном шаге, применяя принцип максимума, имеем неравенство

+∞∫

−∞
Y2 sup

x∈En

|vτ (t, x, y)| dy ≤ eC1τ/2

+∞∫

−∞
Y2 sup

x∈En

|vτ
0 (x, y)| dy + C2τ/2, τ < t ≤ 3τ

2
.

На втором дробном шаге, пользуясь результатом леммы 1, получаем

+∞∫

−∞
Y2 sup

x∈En

|vτ (t, x, y)| dy ≤ e2C1τ/2

+∞∫

−∞
Y2 sup

x∈En

|vτ
t0(x, y)| dy

+ eC1τ/2C2τ/2 + C2τ/2,
3τ

2
< t ≤ 2τ.

Продолжая рассуждения, получим, что на m-ом целом шаге (m = 0, 1, . . . ,
N − 1) выполнено неравенство

+∞∫

−∞
Y2 sup

x∈En

|vτ (t, x, y)| dy

≤ e(m+1)C1τ/2

+∞∫

−∞
Y2 sup

x∈En

|vτ
t0(x, y)| dy + C2τ/2

(
emC1τ/2 + e(m−1)C1τ/2 + · · ·+ 1

)

≤ eNC1τ/2

+∞∫

−∞
Y2 sup

x∈En

|vτ
t0(x, y)| dy + NC2e

NC1τ/2τ/2

≤ eC1T/2

+∞∫

−∞
Y2 sup

x∈En

|vτ
t0(x, y)| dy + C2e

C1T/2T/2 ≤ C,

(m− 1)τ < t ≤ mτ.

Отсюда равномерно по τ

+∞∫

−∞
Y2 sup

x∈En

|vτ (t, x, y)| dy ≤ C, 0 ≤ t ≤ T. (23)
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Докажем теперь, что для всех t ∈ [0, T ] справедлива равномерная по τ оценка

Y3+ε sup
x,y∈En+1

|vτ (t, x, y)| ≤ C, 0 ≤ t ≤ T. (24)

Рассмотрев нулевой целый шаг, получаем, что на первом дробном шаге в силу
принципа максимума справедливо

Y3+ε sup
x,y∈En+1

|vτ (t, x, y)| ≤ Y3+ε sup
x,y∈En+1

|v0(x, y)|, 0 < t ≤ τ

2
.

Тогда на втором дробном шаге в силу леммы 2 выполняется неравенство

Y3+ε sup
x,y∈En+1

|vτ (t, x, z)| ≤ Cτ/2 + Y3+ε sup
x,y∈En+1

|v0(x, y)|.

Рассматривая последующие шаги, получим, что на m-ом целом шаге справед-
лива оценка

Y3+ε sup
x,y∈En+1

|vτ (t, x, z)| ≤ mCτ/2 + Y3+ε sup
x,y∈En+1

|v0(x, y)|

≤ NCτ/2 + Y3+ε sup
x,y∈En+1

|v0(x, y)| ≤ CT/2 + Y3+ε sup
x,y∈En+1

|v0(x, y)| ≤ C.

Продифференцируем задачу (9)–(11) по xj

V τ
t = 2Lx(V τ ), mτ < t ≤ (m + 1

2 )τ, (25)

V τ
t = −2ay2V τ + 2iybV τ + 2cV τ + 2Re

(
γxj + a

+∞∫

−∞
y2V τ dy − ib

+∞∫

−∞
yV τ dy

)

× f−1(t, x, 0)F (t, x, y) + Φ(t, x, y), (m + 1
2 )τ < t ≤ (m + 1)τ, (26)

V τ (0, x, y) = V0(x, y), (27)

Здесь
V τ (t, x, y) = vτ

xj
(t, x, y), V0(x, y) = v0xj

(x, y),

Φ(t, x, y) = Re

(
γ + a

+∞∫

−∞
y2vτ dy − ib

+∞∫

−∞
yvτ dy

)
(
f−1(t, x, 0)F (t, x, y)

)
xj

.

Из (5), (8), (23) видно, что функция Φ(t, x, y) удовлетворяет условию (14)
и, следовательно, для задачи, решаемой на втором дробном шаге, справедлива
лемма 1, а для задачи, решаемой на первом дробном шаге, — принцип максимума
для параболического уравнения. Рассуждая так же, как и при выводе оценки
(23), получим, что для функции V τ (t, x, y) справедливо неравенство

+∞∫

−∞
Y2 sup

x∈En

|V τ (t, x, y)| dy ≤ C, 0 ≤ t ≤ T. (28)

Теперь, пользуясь результатом леммы 2 и повторяя рассуждения, приведен-
ные при получении оценки (24), выводим, что

Y1+ε sup
x,y∈En+1

∣∣∣∣
∂vτ (t, x, y)

∂xj

∣∣∣∣ ≤ C, 0 ≤ t ≤ T. (29)
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Дифференцируя задачу по xj , затем по xk, получим задачу вида (25)–(27),
где

V τ (t, x, y) = vτ
xjxk

(t, x, y),

Φ(t, x, y) = 2Re

(
γxj + a

+∞∫

−∞
y2vτ

xj
dy − ib

+∞∫

−∞
yvτ

xj
dy

)
(
f−1(t, x, 0)F (t, x, y)

)
xj

+ Re

(
γ + a

+∞∫

−∞
y2vτ dy − ib

+∞∫

−∞
yvτ dy

)
(
f−1(t, x, 0)F (t, x, y)

)
xjxk

.

Используя (5), (8), (23), нетрудно получить равномерную по τ оценку

Y1+ε sup
x,y∈En+1

∣∣∣∣
∂vτ (t, x, y)

∂xj∂xk

∣∣∣∣ ≤ C, 0 ≤ t ≤ T. (30)

Производные функции vτ третьего порядка по x легко оцениваются равно-
мерно по τ в G̃[0,T ] аналогичным образом после соответствующего дифференци-
рования задачи (9)–(11).

Таким образом, в G̃[0,T ] справедлива оценка

Y1+ε |Dα
x vτ | ≤ C, |α| ≤ 3. (31)

Дифференцируя задачу (9)–(11) по x до второго порядка, а затем по y, вся-
кий раз будем получать задачи вида (25)–(27). Учитывая уже полученные оцен-
ки, указанным выше способом нетрудно доказать, что в G̃[0,T ] равномерно по τ
выполняется следующее неравенство

∣∣∣∣
∂

∂y
Dα

x vτ

∣∣∣∣ ≤ C, |α| ≤ 2. (32)

Из (31) и уравнений (9), (10) следует что
∣∣∣∣
∂

∂t
Dα

x vτ

∣∣∣∣ ≤ C, |α| ≤ 2. (33)

Оценки (24), (31)–(33) гарантируют равномерную ограниченность и равносте-
пенную непрерывность по τ семейства решений {vτ} в G̃[0,T ] вместе с их произ-
водными по x до второго порядка включительно. Применяя теорему Арцела о
компактности, диагональным методом можно выделить подпоследовательность
{vτ} (обозначения не меняем) решений, сходящуюся вместе со своими производ-
ными по x до второго порядка включительно к некоторой функции w в G̃[0,T ],
причем равномерно на каждом компакте из G̃[0,T ]. Данный факт позволяет до-
казать (см. доказательство теоремы 2.2 в [1]), что w — решение задачи (6)–(7).

Ясно, что w ∈ C1,2
t,x =

{
f |Dα

x f ∈ C(G̃[0,T ]), |α| ≤ 2, ∂f
∂t ∈ C(G̃[0,T ])

}
и в G̃[0,T ]

удовлетворяет соотношениям

(1 + |y|3+ε)|w(t, x, y)|+ (1 + |y|1+ε)|wt(t, x, y)|
+ (1 + |y|1+ε)|Dα

x w(t, x, y)| 6 C, |α| = 1, 2. (34)

Нетрудно видеть, что функции {u(t, x, z), g(t, x)}, определяемые соотношени-
ями

u(t, x, z) = Re
+∞∫

−∞
w(t, x, y)eiyz dy, (35)
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g(t, x) = Re

(
γ + a

+∞∫

−∞
y2w dy − ib

+∞∫

−∞
yw dy

)
f−1(t, x, 0) (36)

являются действительнозначным решением задачи (1)–(2). Для этого достаточ-
но, учитывая (34), применить обратное преобразование Фурье к задаче (6), (7).

Покажем, что функция u удовлетворяет условию переопределения (3). Для
этого рассмотрим уравнение (1) в точке z = 0 и примем во внимание, что

Re
+∞∫

−∞
y2w dy = − uzz|z=0 , Re

+∞∫

−∞
iξw dy = uz|z=0 .

Обозначая η(t, x) = u(t, x, 0) − β(t, x) и учитывая условия согласования (4),
получаем, что функция η(t, x) является решением задачи

ηt = Lx(η) + cη, (37)

η(0, x) = 0. (38)

Очевидно, что задача (37)–(38) имеет единственное классическое решение
η(t, x) ≡ 0.

Таким образом, мы показали, что любое решение задачи (6), (7), удовлетво-
ряющее соотношениям (34), определяет решение задачи (1)–(3), которое дается
формулами (35), (36).

Исследуем поведение решения задачи (2)–(3) при t → +∞. Для этого получим
не зависящие от T оценки для решения задачи (6)–(7) в области G̃[0,T ].

Лемма 3. Пусть в G̃[0,+∞) выполняются неравенства (5), (8) и имеет место
соотношение

−c(t)− 2
δ

(|a(t)|+ |b(t)|)
+∞∫

−∞
Y2|F (t, x, y)| dy > d, d = const > 0. (39)

Тогда, если
+∞∫

0

|γ(t, x)| dt 6 C, (40)

то для решения задачи (1)–(3) в G[0,+∞) справедливо неравенство

|u(t, x, z)|+ |uz(t, x, z)|+ |uzz(t, x, z)|+ |g(t, x)| 6 C. (41)

Доказательство. Обратимся к расщепленной задаче (9)–(11). Рассмотрим
задачу, решаемую на втором дробном шаге m-го целого шага, а именно, урав-
нение (10) в области Gm = {(t, x, y)|(m + 1

2 )τ < t 6 (m + 1)τ, x ∈ En y ∈ E1} с
начальными данными

vτ
(
(m + 1

2 )τ, x, y
)

= ṽτ (x, y). (42)

Здесь ṽτ (x, y) — значение функции vτ (t, x, y), полученное на предыдущем дроб-
ном шаге при t = (m + 1

2 )τ .
В Gm имеет место (см. доказательство неравенства (17)) соотношение

∂

∂t
|vτ |+ y2|a||vτ | − 2c|vτ | ≤ 4|F |

δ

(
|a|

+∞∫

−∞
y2|vτ | dy + |b|

+∞∫

−∞
|y||vτ | dy + |γ|

)
. (43)
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Умножив неравенство (43) на Y2 и проинтегрировав его по y от −∞ до +∞,
а затем по t от (m + 1

2 )τ до t, t ∈ ((m + 1
2 )τ, (m + 1)τ ], получаем неравенство

+∞∫

−∞
Y2|vτ | dy +

t∫

(m+
1
2 )τ

|a|
+∞∫

−∞
Y4|vτ | dydτ − 2

t∫

(m+
1
2 )τ

c

+∞∫

−∞
Y2|vτ | dy dτ

≤ 4
δ

t∫

(m+
1
2 )τ

(
|a|

+∞∫

−∞
Y2|F | dy

+∞∫

−∞
Y2|vτ | dy

)
dτ

+
4
δ

t∫

(m+
1
2 )τ

(
|b|

+∞∫

−∞
Y2|F | dy

+∞∫

−∞
Y2|vτ | dy

)
dτ

+
4
δ

t∫

(m+
1
2 )τ

(
|γ|

+∞∫

−∞
Y2|F | dy

)
dτ +

+∞∫

−∞
Y2|ṽτ | dy. (44)

Учитывая (5), (8), (39), последнее неравенство можно записать в виде
+∞∫

−∞
Y2|vτ | dy ≤ C

t∫

(m+ 1
2 )τ

Γ(η) dη +

+∞∫

−∞
Y2|ṽτ | dy, (45)

где Γ(t) = sup
x∈En

|γ(t, x)|.
Вернемся к расщепленной задаче (9)–(11). Рассмотрим нулевой целый шаг

(m = 0).
Из принципа максимума следует, что на первом дробном шаге выполнено

неравенство
‖V τ (t)‖ 6 ‖V0‖ , 0 < t 6 τ

2 .

Здесь

‖V τ (t)‖ =

+∞∫

−∞
Y2 sup

x∈En

|vτ | dy, ‖V0‖ =

+∞∫

−∞
Y2 sup

x∈En

|v0| dy. (46)

Тогда, используя (45), на втором дробном шаге получаем

‖V τ (t)‖ 6 C

τ∫

τ
2

Γ(η) dη + ‖V0‖ , τ
2 < t 6 τ.

Рассмотрим следующий целый шаг (m = 1). Из принципа максимума следует,
что на первом дробном шаге выполнено неравенство

‖V τ (t)‖ 6 ‖V τ (τ)‖ 6 C

τ∫

τ
2

Γ(η) dη + ‖V0‖ , τ < t 6 3τ
2 .

Отсюда и из (45) получаем, что на втором дробном шаге первого целого шага
справедливо неравенство

‖V τ (t)‖ 6 C

2τ∫

3τ
2

Γ(η) dη + C

τ∫

τ
2

Γ(η) dη + ‖V0‖ , 3τ
2 < t 6 2τ.
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Продолжая рассуждения, на втором дробном шаге второго целого шага по-
лучаем оценку

‖V τ (t)‖ 6 C

3τ∫

5τ
2

Γ(η) dη + C

2τ∫

3τ
2

Γ(η) dη + C

τ∫

τ
2

Γ(η) dη + ‖V0‖ , 5τ
2 < t 6 3τ.

Рассматривая последующие шаги, нетрудно убедиться, что на m-ом шаге
(m = 0, 1, 2, . . . , N − 1)

‖V τ (t)‖ 6 C

m∑

k=0

(k+1)τ∫

(k+ 1
2 )τ

Γ(η) dη + ‖V0‖ 6 C

∞∑

k=0

(k+1)τ∫

(k+ 1
2 )τ

Γ(η) dη + ‖V0‖

6 C

+∞∫

0

Γ(η) dη + ‖V0‖ , mτ < t 6 (m + 1)τ.

Отсюда и из (40) следует, что равномерно по τ

‖V τ (t)‖ 6 C, 0 6 t 6 T. (47)

Так как при любом фиксированном T > 0 при τ → 0 имеет место равномер-
ная в G̃[0,T ] сходимость последовательности решений vτk(t, x, y) задачи (9)–(11) к
решению v(t, x, y) задачи (6)–(7) вместе со всеми производными по x до второго
порядка включительно, то можно доказать неравенство

+∞∫

−∞
Y2 sup

x∈En

|v(t, x, y)| dy ≤ C, 0 6 t 6 T. (48)

Заметим, что неравенство (48) справедливо для любого фиксированного T >
0. Последняя оценка гарантирует, что для функций u(t, x, z), g(t, x), которые яв-
ляются решением задачи (1)–(3) и связаны с решением задачи (6)–(7) формулами
(35)–(36), справедливо неравенство (41). Лемма доказана.

Лемма 4. Пусть в G̃[0,+∞) выполняются условия (5), (8), (39) и справедливо
неравенство

|Γ(t)| 6 1
1 + tp

, p = const > 1. (49)

Тогда для решения задачи (1)–(3) имеет место соотношение

lim
t→+∞

(
2∑

j=0

sup
(x,z)∈En+1

∣∣∣∣
∂j

∂zj
u(t, x, z)

∣∣∣∣ + sup
x∈En

|g(t, x)|
)

= 0. (50)

Доказательство. Рассуждая так же, как и при доказательстве леммы 3,
получим, что для задачи, решаемой на втором дробном шаге m-го целого шага,
т. е. для уравнения (10) в области Gm = {(t, x, y)|(m + 1

2 )τ < t 6 (m + 1)τ,
x ∈ En y ∈ E1} с начальными данными (42), выполнено неравенство (43).

Умножим (43) на Y2 и проинтегрируем по y от −∞ до +∞. Учитывая (5), (8),
(39), результат можно записать в следующем виде

∂

∂t

+∞∫

−∞
Y2|vτ | dy + d

+∞∫

−∞
Y2|vτ | dy ≤

+∞∫

−∞
Y2|γ||F | dy. (51)
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Умножая теперь (51) на ed(t−(m+ 1
2 )τ), получаем неравенство

∂

∂t

(
ed(t−(m+ 1

2 )τ)

+∞∫

−∞
Y2|vτ | dy

)
≤ ed(t−(m+ 1

2 )τ)

+∞∫

−∞
Y2|γ||F | dy.

Проинтегрировав последнее неравенство по t на интервале от
(
m + 1

2

)
τ до t,

где t ∈ ((m + 1
2 )τ, (m + 1)τ ], и разрешив результат интегрирования относительно

+∞∫

−∞
Y2|vτ | dy, имеем

+∞∫

−∞
Y2|vτ | dy ≤ e−d(t−(m+ 1

2 )τ)

t∫

(m+ 1
2 )τ

ed(η−(m+ 1
2 )τ)

+∞∫

−∞
Y2|γ||F | dy dη

+ e−d(t−(m+ 1
2 )τ)

+∞∫

−∞
Y2ṽτ dy ≤

t∫

(m+ 1
2 )τ

+∞∫

−∞
Y2|γ||F | dy + e−d(t−(m+ 1

2 )τ)

+∞∫

−∞
Y2ṽτ dy.

С учетом (8) выводим

+∞∫

−∞
Y2|vτ | dy ≤ C

t∫

(m+ 1
2 )τ

|γ| dη + e−d(t−(m+ 1
2 )τ)

+∞∫

−∞
Y2ṽτ dy. (52)

Рассматривая расщепленную задачу и рассуждая так же, как и при доказа-
тельстве леммы 3, учитывая при этом (52), получим, что на нулевом целом шаге
выполнены неравенства

‖V τ (t)‖ 6 ‖V0‖, 0 < t 6 τ
2 ,

‖V τ (t)‖ 6 C

t∫

τ
2

Γ(η) dη + e−d(t− τ
2 )‖V0‖, τ

2 < t 6 τ.

Полагая в последнем неравенстве t = τ , имеем неравенство

‖V τ (τ)‖ 6 C

τ∫

τ
2

Γ(η) dη + e−dτ‖V0‖.

На первом целом шаге нетрудно получить следующие оценки

‖V τ (t)‖ 6 ‖V (τ)‖ 6 C

τ∫

τ
2

Γ(η) dη + e−dτ‖V0‖, τ < t 6 3τ
2 ,

‖V τ (t)‖ 6 C

t∫

3τ
2

Γ(η) dη + e−2d(t− 3τ
2 )


C

τ∫

τ
2

Γ(η) dη + e−dτ‖V0‖


 , 3τ

2 < t 6 2τ.

Положив в последнем неравенстве t = 2τ , выводим

‖V τ (2τ)‖ 6 C

2τ∫

3τ
2

Γ(η) dη + Ce−dτ

τ∫

τ
2

Γ(η) dη + e−2dτ‖V0‖.
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Продолжая рассуждения, нетрудно убедиться, что на втором дробном шаге
m-го целого шага (m = 0, 1, 2, . . . , N − 1) выполнено неравенство

‖V τ (t)‖ 6 C

t∫

“
m+

1
2

”
τ

Γ(η) dη + e
−d
“

t−
“

m+
1
2

”
τ
”(

φm−1 + φm−2e
−dτ

+ φm−3e
−2dτ + · · ·+ φ1e

−(m−2)dτ + φ0e
−(m−1)dτ + e−ndτ ‖V0‖

)
,

(
m + 1

2

)
τ < t 6 (m + 1)τ. (53)

Здесь φm = C

(m+1)τ∫

(m+ 1
2 )τ

Γ(η) dη.

Усилив (53), получим, что для t ∈ ((
m + 1

2

)
τ, (m + 1)τ

]
выполнено неравен-

ство

‖V τ (t)‖ 6 φm + φm−1 + φm−2e
−dτ + φm−3e

−2dτ + . . .

+ φ1e
−(m−2)dτ + φ0e

−(m−1)dτ + e−ndτ ‖V0‖ . (54)

Применяя теорему о среднем и учитывая (49), можно показать, что для φm

справедлива оценка

φm 6 Cτ

1 + (mτ)p
.

Перепишем (54) с учетом полученной оценки, выделяя первые [m
2 ] членов

суммы. Здесь [m
2 ] — целая часть от деления m на 2.

‖V τ (t)‖ 6 Cτ

(
1

1 +
(
mτ

)p +
1

1 +
(
(m− 1)τ

)p + . . .

+
e−d([ m

2 ]−1)τ

1 +
(
(m− [m

2 ])τ
)p +

e−d[ m
2 ]τ

1 +
(
(m− [m

2 ]− 1)τ
)p + . . .

+
e−d(m−2)τ

1 + τp
+ e−d(m−1)τ

)
+ e−dnτ ‖W τ

0 ‖

6 C
τ

(
[m

2 ] + 1
)

1 +
(
(m− [m

2 ])τ
)p + τ [m

2 ]e−d[ m
2 ]τ + e−dnτ ‖V0‖ . (55)

Нетрудно видеть, что на втором дробном шаге N -го шага, т. е. для
t ∈ (

T − τ
2 , T

]
, выполнено неравенство

‖V τ (t)‖ 6 C
T
2 + τ

1 + (T
2 − τ)p

+ T
2 e−d(T

2 −τ) + e−d(T−τ) ‖V0‖ . (56)

Очевидно, что выражение, стоящее справа, стремится к нулю при T → +∞,
откуда следует, что V τ (T ) → 0 при T → +∞.

Так как при любом фиксированном T > 0 при τ → 0 имеет место равномер-
ная в G̃[0,T ] сходимость последовательности решений vτk(t, x, y) задачи (9)–(11) к
решению v(t, x, y) задачи (6)–(7) вместе со всеми производными по x до второго
порядка включительно, то

V (T ) −−−−−→
T→+∞

0. (57)
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Так как функции u(t, x, z), g(t, x), являющиеся решением задачи (1)–(3), свя-
заны с решением v(t, x, y) задачи (6)–(7) формулами (35)–(36), то из (57) полу-
чаем утверждение леммы.
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