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ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ
ВТОРОГО ПОРЯДКА В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ В КЛАССЕ

ФУНКЦИЙ ПОЛИНОМИАЛЬНОГО РОСТА

Н. Е. Товмасян, А. О. Бабаян

В работе исследуются граничные задачи для эллиптического уравнения вто-
рого порядка в полупространстве в классе функций полиномиального роста.
Получены условия, при которых задача Дирихле нетерова и получена явная
формула решения. Далее, для задачи Коши с полиномиальными данными Ко-
ши доказывается существование и единственность решения в классе функций
полиномиального роста.

1. Постановка задачи и формулировка результатов

Рассмотрим эллиптическое уравнение второго порядка с действительными по-
стоянными коэффициентами в полупространстве R3

+ = {(x, y, t)|t > 0, (x, y) ∈
R2}. Как известно, при помощи линейного невырожденного преобразования не-
известных такое уравнение приводится к уравнению

L(u) ≡ utt + uxx + uyy − 2aut − 2bux + cu = 0, (x, y, t) ∈ R3
+, (1)

где a, b, c — действительные постоянные. В дальнейшем будем обозначать R3
+ =

{(x, y, t)|t ≥ 0, (x, y) ∈ R2}.
Пусть α ≥ 0 — фиксированное число.

Определение 1. Класс Qα(R3
+) состоит из функций u ∈ C(R3

+)
⋂

C2(R3
+),

удовлетворяющих на бесконечности оценке

|u(x, y, t)| ≤ K(1 + x2 + y2)0,5α(1 + t)β , (x, y, t) ∈ R3
+, (2)

где K и β некоторые положительные постоянные, вообще говоря, зависящие от u.
Аналогично определяется класс функций Mα(R3

+) с той лишь разницей, что нера-
венство (2) заменяется неравенством

|u(x, y, t)| ≤ K(1 + x2 + y2 + t2)0,5α, (x, y, t) ∈ R3
+.

Очевидно, что Mα(R3
+) ⊂ Qα(R3

+).

Определение 2. Класс Qα(R2) состоит из функций f , принадлежащих мно-
жеству C(R2) и удовлетворяющих на бесконечности оценке

|f(x, y)| ≤ K1(1 + x2 + y2)0,5α, (x, y) ∈ R2, (3)
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где K1 — положительная постоянная.

В работе рассматривается следующая задача Дирихле для уравнения (1):
определить решение u уравнения (1) из класса Qα(R3

+), удовлетворяющее гра-
ничному условию

u(x, y, 0) = f(x, y), (x, y) ∈ R2, (4)

где f — заданная функция из класса Qα(R2).

Задачу (1), (4) при f ≡ 0 будем называть однородной.
В монографии [1] доказано, что в ограниченной области задача Дирихле для

уравнения (1) (с аналитическими коэффициентами) фредгольмова и получено
условие однозначной разрешимости этой задачи. Эти утверждения И. Н. Векуа
получил в двумерном случае, однако они верны и для произвольной размерности
и доказываются аналогично. В [2] доказано, что если c ≤ 0, то задача Дирихле
для уравнения (1) в полупространстве корректна в классе обобщенных функ-
ций H. В классе Mα(R3

+) задача (1), (4) исследована в [3] и доказано, что при
c ≤ 0 эта задача нетерова. В случае a = b = c = 0 в [4] доказано, что зада-
ча (1), (4) всегда имеет решение, а соответствующая однородная задача имеет
0, 5(n + 1)(n + 2) линейно независимых решений. Здесь и в дальнейшем n = [α].

В представленной работе задача (1), (4) при a2 + b2 + c2 6= 0 исследуется в
классе Qα(R3

+). Получены следующие результаты.

Теорема 1. Если c > 0 и a ≤ 0, то однородная задача (1), (4) имеет бесконеч-
ное множество линейно независимых решений в классе Qα(R3

+). Если же c > 0 и
a > 0, то для разрешимости неоднородной задачи (1), (4) необходимо, чтобы гра-
ничная функция f удовлетворяла бесконечному числу условий ортогональности.

Теорема 2. Если c < 0 или c = 0 и a > 0, то однородная задача (1), (4) имеет
только нулевое решение. При c = 0 и a ≤ 0 однородная задача (1), (4) имеет
0, 5(n + 1)(n + 2) линейно независимых решений.

Теорема 3. При c < 0, c = 0 и a 6= 0, или же c = a = 0, b 6= 0 и 0 ≤ α < 0.5,
неоднородная задача (1), (4) имеет решение в классе Qα(R3

+).

Теорема 4. При c = a = 0, b 6= 0 и α ≥ 0.5 неоднородная задача (1), (4) при
f ∈ Qα(R2) имеет решение в классе Qβ(R3

+), где β = α + 2n + 4.

Замечание 1. Сравнение полученных теорем с результатами работы [3] по-
казывает, что класс Qα(R3

+) является более естественным для задачи (1), (4),
чем класс Mα(R3

+).

Замечание 2. Из теоремы 1 следует, что если задача (1), (4) нетерова в
классе Qα(R3

+), то c ≤ 0.

В работе рассматривается также задача Коши для уравнения (1) при c =
0, a ≤ 0 с полиномиальными данными Коши и доказывается существование и
единственность решения этой задачи в классе Q(R3

+) =
⋃

α≥0

Qα(R3
+).

2. Доказательство теорем 1–4

Для доказательства основных теорем нам понадобится следующее вспомога-
тельное утверждение
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Лемма 1. Если u — решение уравнения (1) из класса Qα(R3
+), то произ-

водные функции u также удовлетворяют оценке (2) в любом полупространстве
{(x, y, t)|t ≥ ε} (ε > 0), где постоянные K и β зависят также от ε.

Доказательство. Функция E(x, y, t) = (4πr)−1 exp (at + bx− r
√

a2 + b2 − c)
является фундаментальным решением уравнения (1) (здесь r =

√
x2 + y2 + t2).

Пусть u — решение уравнения (1) в шаре Bδ = {(x, y, t)|x2 + y2 + t2 < δ2}, где
δ > ε > 0, и β — бесконечно дифференцируемая функция, обращающаяся в нуль
при x2 + y2 + t2 ≥ ε2 и равная единице при x2 + y2 + t2 ≤ 0.25ε2. Имеет место
следующее представление решения уравнения (1) ([7, с. 161])

u(x, y, t) =
∫∫∫

ξ2+η2+τ2<ε2

u(ξ, η, τ)L(E(x− ξ, y − η, t− τ)(1− β(ξ, η, τ)))dξdηdτ, (5)

где x2 + y2 + t2 ≤ (δ − ε)2. Из (5) следует оценка
∣∣∣∣
∂m+n+pu(0, 0, 0)

∂xn∂ym∂tp

∣∣∣∣ ≤ Kε max
x2+y2+t2≤ε2

|u(x, y, t)|. (6)

Пусть u ∈ Qα(R3
+) — решение уравнения (1) и t0 > ε. Рассмотрим функцию

v(x, y, t) ≡ u(x0 + x, y0 + y, t0 + t). Очевидно, что v — решение уравнения (1) в
шаре Bδ при t0 > δ > ε. Применяя неравенство (6) к функции v и используя, что
u ∈ Qα(R3

+), завершаем доказательство леммы.

Доказательство теоремы 1. Пусть c > 0, a ≤ 0. Обозначим µ± следующие
функции

µ±(σ) = a±
√

a2 − c + σ2,

где
√

a2 − c + σ2 — некоторая непрерывная ветвь корня. Очевидно, что <µ±(σ) ≤
0 при |σ| < ε, где ε некоторая положительная постоянная, зависящая от a и c.
Рассмотрим функции

uk(x, y, t) =

ε∫

−ε

σk(etµ+(σ) − etµ−(σ))eiyσdσ, t > 0, x ∈ R1, k = 0, 1, . . .

Легко видеть, что uk — линейно независимые ограниченные решения однородной
задачи (1), (4), следовательно, однородная задача (1), (4) при любом α ≥ 0 имеет
бесконечное число линейно независимых решений.

Пусть теперь c > 0, a > 0. Каждому решению u уравнения (1) из класса
Qα(R3

+) сопоставим обобщенную функцию U(t) ∈ S′(R2), зависящую от t, как от
параметра, по формуле ([5, с. 8])

(U(t), ϕ) =
∫∫

R2

u(x, y, t)ϕ(x, y)dxdy,

где ϕ ∈ S(R2) — бесконечно дифференцируемая быстро убывающая функция.
Пусть Û(t) — преобразование Фурье обобщенной функции U(t). Если u — ре-
шение задачи (1), (4), то из леммы 1 следует, что U(t) и Û(t) вместе со всеми
производными при t → ∞ растут не быстрее полинома. Из леммы 1 также сле-
дует, что в преобразованиях Фурье уравнение (1) примет вид ([1, с. 10])

d2Û

dt2
(t)− 2a

dÛ

dt
(t) + (c− 2ibx− x2 − y2)Û(t) = 0, t > 0. (7)
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Обозначим λj , j = 1, 2 корни характеристического уравнения λ2−2aλ+c−2ibx−
x2 − y2 = 0. Имеем

λj(x, y) = a + (−1)j
√

a2 − c + x2 + y2 + 2ibx, j = 1, 2, (8)

где выбирается непрерывная ветвь корня, действительная часть которого неот-
рицательна. При a > 0 и c > 0 для достаточно малого положительного ε имеем

<λj(x, y) > 0, x2 + y2 < ε2, j = 1, 2. (9)

Пусть ω — бесконечно дифференцируемая в R2 функция, равная единице при
x2 + y2 < 0.25ε2 и обращающаяся в нуль при x2 + y2 ≥ ε2, и ψmn, m,n = 0, 1, . . .
преобразования Фурье функций ω(x, y)xmyn. Ясно, что ψmn, m, n = 0, 1, . . . — ли-
нейно независимы. Так как u ∈ Qα(R3

+), то из леммы 1 и неравенств (9) следует,
что Û(t), решение уравнения (7), удовлетворяет условиям ([6])

(Û(t), ω(x, y)xmyn) = (U(t), ψmn) = 0, t ≥ 0, m, n = 0, 1, . . .

Подставляя в последнее равенство t = 0, и используя граничное условие (4),
получим ∫∫

R2

f(x, y)ψmn(x, y)dxdy = 0, m, n = 0, 1, . . . (10)

Таким образом, при c > 0, a > 0 для разрешимости задачи (1), (4) необходимо,
чтобы граничная функция f удовлетворяла бесконечному числу линейно неза-
висимых условий (10). Теорема 1 доказана.

Доказательство теоремы 2. Пусть c < 0 или c = 0 и a > 0. Тогда из (8)
следует

<λ1(x, y) ≤ 0, <λ2(x, y) > 0, (x, y) ∈ R2. (11)

Из граничного условия (4) при f ≡ 0 имеем U(0) = 0 и, следовательно,

Û(0) = 0. (12)

Используя (11), получаем, что однородная задача (7), (12) имеет только нулевое
решение ([6]), поэтому однородная задача (1), (4) также имеет только нулевое
решение.

Пусть теперь c = 0 и a ≤ 0. Тогда из (8) следует

<λ1(x, y) ≤ 0; <λ2(x, y) > 0, (x, y) 6= (0, 0); <λ2(0, 0) = 0. (13)

Из (13) следует, что функционал Û(t) сосредоточен в точке нуль ([6]), то есть
функционал Û(t) действует на функции ϕ ∈ S(R2) по формуле ([2])

(Û(t), ϕ) =
∑

j+k≤m

akj(t)
∂k+jϕ(0, 0)

∂xk∂yj
.

Переходя к прообразам Фурье, и учитывая, что u удовлетворяет оценке (2), по-
лучим

u(x, y, t) =
∑

j+k≤n

Akj(t)xkyj , n = [α]. (14)
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Функция u ∈ C2(R3
+), поэтому Akj также дважды непрерывно дифференцируе-

мы при t > 0. Подставляя (14) в уравнение (1) при c = 0, и приравнивая коэф-
фициенты при одинаковых степенях xiyj , получим систему дифференциальных
уравнений для определения Akj

A′′kj(t)− 2aA′kj(t) = 0, k + j = n,

A′′kj(t)− 2aA′kj(t) +
∑

k+j<p+q≤n

dkjpqApq(t) = 0, 0 ≤ k + j ≤ n− 1, t > 0, (15)

где dkjpq — определенные постоянные, зависящие от a, b, n, k, j, p, q. Значения Akj

при t = 0 получим после подстановки (14) в однородное граничное условие (4)

Akj(0) = 0, 0 ≤ k + j ≤ n. (16)

Итак, для определения Akj получили задачу Коши (15), (16). Эта задача имеет
0.5(n + 1)(n + 2) линейно независимых решений. Так как a ≤ 0, то все решения
растут на бесконечности не быстрее полинома, поэтому, подставляя решения (15),
(16) в (14) получаем 0.5(n + 1)(n + 2) линейно независимых решений задачи (1),
(4), принадлежащих классу Qα(R3

+). Теорема 2 доказана.

Доказательство теоремы 3. Предположим сначала, что c < 0 или c = 0
и a 6= 0. В этом случае функции (8) λj j = 1, 2 бесконечно дифференцируемы и
<λ1(x, y) ≤ 0 в R2. Поэтому обобщенная функция

Û(t) = exp(tλ1(x, y))f̂ , (17)

где f̂ — преобразование Фурье граничной функции f , является решением урав-
нения (7) с начальным условием

Û(0) = f̂ . (18)

Если мы покажем, что прообраз Фурье обобщенной функции Û является обычной
функцией из класса Qα(R3

+), то теорема 3 будет доказана.
Пусть χ — бесконечно дифференцируемая функция, равная нулю при x2+y2 ≥

1, и равная единице при x2 + y2 ≤ 0.25. Из (8) следует, что функция

ν̂(x, y, t) =
exp(tλ1(x, y))(1− χ(x, y))

x2 + y2

бесконечно дифференцируема по x и y и производные всех порядков абсолют-
но интегрируемы в R2. Следовательно, прообраз Фурье — функция ν, является
обычной функцией, быстро убывающей по x и y и имеющей полиномиальный
рост по t. Поэтому функция

u1(x, y, t) = −
(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
(f ∗ ν)(x, y, t)

≡ −
(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

) ∫∫

R2

f(ξ, η)ν(x− ξ, y − η, t)dξdη (19)

принадлежит классу Qα(R3
+). Преобразование Фурье этой функции — Û1 — удо-

влетворяет уравнению (7) и начальному условию

Û1(0) = (1− χ)f̂ . (20)
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Далее, рассмотрим функцию

µ̂(x, y, t) = exp(tλ1(x, y))χ(x, y). (21)

Эта функция финитна и бесконечно дифференцируема в R2, следовательно, про-
образ Фурье этой функции µ является быстро убывающей по x и y функцией,
имеющей полиномиальный рост по t, следовательно, функция

u2(x, y, t) = (f ∗ µ)(x, y, t) ≡
∫∫

R2

f(ξ, η)µ(x− ξ, y − η, t)dξdη (22)

также принадлежит классу Qα(R3
+). Преобразование Фурье этой функции —

Û2 — удовлетворяет уравнению (7) и начальному условию

Û2(0) = χf̂ . (23)

Из (20) и (23) следует, что преобразование Фурье обычной функции u1 + u2 —
функция Û1 + Û2 — совпадает с функцией (17), то есть u1 +u2 — решение задачи
(1), (4) из класса Qα(R3

+). Теорема 3 при c < 0 или c = 0 и a 6= 0 доказана.
Предположим теперь, что c = a = 0 и b 6= 0. В этом случае также образ Фу-

рье функции (19) является решением уравнения (7) с начальным условием (20),
однако функция (21) уже не дифференцируема в нуле, поэтому задачу (1) с гра-
ничным условием

u(x, y, 0) = f0(x, y), (24)

где f0(x, y) = (f ∗ χ1)(x, y) (χ1 — прообраз Фурье функции χ, а f — граничная
функция из (4)), следует рассмотреть отдельно.

В окрестности нуля λ1 допускает оценку |λ1(x, y)| ∼
√
|x| (так как b 6= 0),

поэтому функция µ из (21) удовлетворяет неравенству |µ(x, y, t)| ≤ K(1 + x2 +
y2)−1.5(1 + t)1.5 и, следовательно, при α < 0.5 функция (22) также принадлежит
классу Qα(R3

+). Таким образом, и в этом случае u1 + u2 — решение задачи (1),
(4) из класса Qα(R3

+). Теорема 3 доказана.

Доказательство теоремы 4. Пусть c = a = 0, b 6= 0, и f ∈ Qα(R2), где
α ≥ 0.5. Так же как и при доказательстве последнего случая теоремы 3, утвер-
ждение достаточно доказать для задачи (1), (24). Функция (24) f0 является сверт-
кой функции f и прообраза Фурье функции χ. Так как функция χ — финитна и
бесконечно дифференцируема, а f принадлежит классу Qα(R2), получаем, что f0

также является бесконечно дифференцируемой функцией, принадлежащей клас-
су Qα(R2) вместе с частными производными всех порядков.

Представим функцию f0 в виде

f0(x, y) =
n+1∑

k=0

xk

k!
∂kf0

∂xk
(0, y) +

1
(n + 1)!

x∫

0

(x− σ)n+1 ∂n+2f0

∂xn+2
(σ, y)dσ

≡
n+1∑

k=0

xk

k!
∂kf0

∂xk
(0, y) + F (x, y). (25)

Сначала решим уравнение (1) с граничным условием

u(x, y, 0) =
∂n+2f0

∂xn+2
(x, y), (x, y) ∈ R2. (26)
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Так как f ∈ Qα(R2) и функция

µ̂1(x, y, t) = (−ix)n+2 exp(tλ1(x, y))χ(x, y) (27)

финитна и имеет абсолютно интегрируемые производные до порядка n + 3, по-
лучаем, что обычная функция

w(x, y, t) =
∫∫

R2

f(ξ, η)µ1(x− ξ, y − η, t)dξdη (28)

принадлежит классу Qα(R3
+) и является решением задачи (1), (26). Рассмотрим

функцию

Ψ(x, y, t) =
1

(n + 1)!

x∫

0

(x− σ)n+1w(σ, y, t)dσ. (29)

Так как w удовлетворяет (26), то при t = 0 выполняется граничное условие
Ψ(x, y, 0) = F (x, y), где F — функция из (25). Далее, функция (29) принадлежит
множеству Qβ0(R3

+), где β0 = α + n + 2, и непосредственно проверяется, что

Ψxx(x, y, t) + Ψyy(x, y, t) + Ψtt(x, y, t)− 2bΨx(x, y, t)

=
xn+1

(n + 1)!
(wx(0, y, t)− 2bw(0, y, t)) +

xn

n!
w(0, y, t)

+
1

(n + 1)!

x∫

0

(x− σ)n+1(wxx(σ, y, t) + wyy(σ, y, t) + +wtt(σ, y, t)− 2bwx(σ, y, t))dσ

=
xn

n!
w(0, y, t) +

xn+1

(n + 1)!
(wx(0, y, t)− 2bw(0, y, t))

(последнее равенство выполняется, так как w удовлетворяет уравнению (1)), сле-
довательно, решение задачи (1), (24) можно искать в виде

v(x, y, t) =
n+1∑

k=0

Ak(y, t)
xk

k!
+ Ψ(x, y, t), (30)

где Ak подлежащие определению функции полиномиального роста, дважды не-
прерывно дифференцируемые в полуплоскости R2

+ = {(y, t)|t > 0, y ∈ R} и
непрерывные в R2

+ = {(y, t)|t ≥ 0, y ∈ R}. Подставляя функцию (30) в (1), и
приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x, получим систему урав-
нений в R2

+ для определения Ak

An+1,yy(y, t) + An+1,tt(y, t) = wx(0, y, t)− 2bw(0, y, t),
An,yy(y, t) + An,tt(y, t) = 2bAn(y, t)− w(0, y, t),
Ak,yy(y, t) + Ak,tt(y, t) = 2bAk+1(y, t)−Ak+2(y, t), k = 0, . . . , n− 1. (31)

Подставляя (30) в граничные условия (24), и учитывая, что Ψ(x, y, 0) = F (x, y),
получим

Ak(y, 0) =
∂kf0

∂xk
(0, y), k = 0, . . . , n + 1. (32)

Итак, для определения Ak следует решить задачу Дирихле для уравнения Пуас-
сона в полуплоскости R2

+.
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Лемма 2. В полуплоскости R2
+ рассматривается задача Дирихле для урав-

нения Пуассона:

∆ω(y, t) = g(y, t), (y, t) ∈ R2
+, ω(y, 0) = µ(y) (33)

в классе дважды непрерывно дифференцируемых в R2
+ = {(y, t)|t > 0, y ∈ R}

функций, непрерывных вплоть до границы. Тогда, если функция g принадле-
жит классу Qp(R2

+), а функция µ непрерывна в R и удовлетворяет неравен-
ству |µ(y)| ≤ K(1 + |y|)q, то задача (33) имеет решение ω в классе Qr(R2

+), где
r = max(p + 2, q).

Доказательство леммы 2. Представим функцию g в виде g = g1 + g2,
где gj (j = 1, 2) непрерывны в R2

+, supp g1 ⊂ {(y, t)|y2 + t2 < 4} и supp g2 ⊂
{(y, t)|y2 + t2 > 1}. Функция

ω1(y, t) = − 1
2π

∫∫

R2
+

g1(η, τ) ln

√
y2 + t2

(y − η)2 + (t− τ)2
dηdτ (34)

является решением уравнения Пуассона ∆ω1(y, t) = g1(y, t) при (y, t) ∈ R2
+, огра-

ниченным при y2+t2 →∞. Для функции g2 интеграл (34) не является сходящим-
ся, так как g2 имеет полиномиальный рост в бесконечности, поэтому, используя
идею, изложенную в [9], вместо функции ln

√
y2+t2

(y−η)2+(t−τ)2 используем функцию
источника, сильно убывающую в бесконечности. Для этого обозначим z = y + it,
ζ = η+iτ и при |z| < |ζ| представим функцию ln

√
(y − η)2 + (t− τ)2 в следующей

форме

ln
√

(y − η)2 + (t− τ)2 = ln
√

η2 + τ2 + 0.5(ln(1− zζ−1) + ln(1− z̄ζ̄−1)). (35)

Здесь ln(1−ξ) некоторая непрерывная ветвь логарифма, аналитическая в <ξ > 0.
Функция

ψ(z, η, τ) = ln
√

η2 + τ2 +
M∑

k=1

1
k

(
zk

ζk
+

z̄k

ζ̄k

)
(36)

гармоническая при η2 + τ2 > 1, и из (35) следует, что при фиксированном z

Ω(y, t; η, τ) = ln
√

(y − η)2 + (t− τ)2 − ψ(z, η, τ) = O(η2 + τ2)−0.5(M+1).

Если M = [p] + 2, то интеграл

ω2(y, t) =
1
2π

∫∫

R2
+

g2(η, τ)Ω(y, t; η, τ)dηdτ (37)

сходится и является решением уравнения ∆ω2 = g2, растущим на бесконечности
не быстрее (y2+t2)0.5(p+2). Представим решение задачи (33) в виде ω = ν+ω1+ω2.
Функция ν является решением задачи Дирихле для уравнения Лапласа:

∆ν(y, t) = 0, (y, t) ∈ R2
+, ν(y, 0) = µ̃(y), (38)

где
µ̃(y) = µ(y)− ω1(y, 0)− ω2(y, 0), (39)
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и, из (34) и (37) имеем, |µ̃(y)| ≤ K(1+|y|)r. Пусть v непрерывная функция, равная
единице при |y| ≤ 1 и равная нулю при |y| > 2. Рассмотрим функцию

ν(y, t) =
1
π

∞∫

−∞

tµ̃(η)v(η)dη

(y − η)2 + t2

+
1

2πi

∞∫

−∞

µ̃(η)(1− v(η))
η[r]+1

(
z[r]+1

η − z
− z̄[r]+1

η − z̄

)
dη, z = y + it. (40)

Аналогично [10] получаем, что функция (40) является решением задачи (38),
из класса Qr(R2

+). Окончательно, из (40), (37) и (36) имеем, что функция u =
ν + ω1 + ω2 является решением задачи (33) из класса Qr(R2

+). Лемма доказана.

Используем эту лемму для завершения доказательства. Рассмотрим систему
(31), (32). Граничные функции в (32) и функция w(0, y, t) принадлежат классу
Qα(R2

+), следовательно, используя лемму 2 получаем, что An+1 ∈ Qβ1(R2
+), где

β1 = α+2. Соответственно, правая часть второго уравнения в (31) принадлежит
Qβ1(R2

+), следовательно, An ∈ Qβ2(R2
+), где β2 = α + 4. Продолжая аналогично,

имеем An−k ∈ Qβk+2(R2
+), где βk+2 = α+2(k+2), при k = 0, . . . , n. Учитывая эти

соотношения, а также, что Ψ ∈ Qβ0(R3
+), где β0 = α+n+2, из (32) получаем, что

v — решение задачи (1), (24), принадлежит классу Qβ(R3
+), где β = α + 2n + 4.

Так как функция (19) u1 принадлежит Qα(R3
+), то v + u1 — решение задачи (1),

(4) из класса Qβ(R3
+). Теорема 3 доказана.

3. Граничные задачи в классе Q(R3
+)

Предположим, что в (4) f ∈ Q(R2) ≡ ⋃
α≥0

Qα(R2). Решение задачи (1), (4)

ищем в классе Q(R3
+). Теорема 1 в этом случае остается в силе. Если c < 0 или

c = 0 и a > 0, то из теорем 2 и 3 следует, что задача (1), (4) в классе Q(R3
+)

однозначно разрешима. При c = 0 и a < 0 неоднородная задача (1), (4) имеет ре-
шение, а соответствующая однородная задача имеет бесконечное число линейно
независимых решений. Если c = a = 0, то из теоремы 2 следует, что однородная
задача также имеет бесконечное число линейно независимых решений в классе
Q(R3

+). Таким образом, задача (1), (4) в классе Q(R3
+) является нетеровой только

при c < 0 или c = 0 и a > 0.
В заключение рассмотрим задачу Коши для уравнения (1). Пусть u решение

уравнения (1) из класса Q(R3
+). Предполагаем, что на границе R2 функция u

удовлетворяет условиям

u(x, y, 0) = P0(x, y), ut(x, y, 0) = P1(x, y), (x, y) ∈ R2, (41)

где Pj (j = 0, 1) — заданные полиномы. Имеет место следующая

Теорема 5. Если c = 0 и a ≤ 0, то задача (1), (41) имеет единственное решение
в классе Q(R3

+).

Доказательство. Пусть c = 0, a ≤ 0 и

Pl(x, y) =
∑

j+k≤m

aljkxjyk, l = 0, 1.
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Решение задачи (1), (41) ищем в виде

u(x, y, t) =
∑

j+k≤m

Ajk(t)xjyk, (42)

где Ajk — бесконечно дифференцируемые функции при t > 0. Подставляя функ-
цию (42) в (1) и в граничные равенства (41), получим систему (15) с граничными
условиями

Ajk(0) = a0jk, A′jk(0) = a1jk, 0 ≤ j + k ≤ m. (43)

Так как a ≤ 0, то задача (15), (43) имеет единственное решение в классе функций
полиномиального роста, то есть неоднородная задача (1), (41) имеет решение.
Так как любое решение задачи (1), (41) представляется в виде (42) ([8]), то это
решение единственно. Теорема 5 доказана.

Из (42), в частности, следует, что если qj (j = 0, 1) порядок полинома Pj , то
решение задачи (1), (41) принадлежит классу Qα(R3

+), где α = max (q0, q1).
Итак, для эллиптических уравнений в некоторых случаях целесообразнее вме-

сто задачи Дирихле рассматривать задачу Коши.
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