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Введение. В работе [1], применительно к частному гиперболическому уравнению второ-
го порядка с двумя независимыми переменными, Б. Риман предложил ”метод интегрирова-
ния Римана”. Для применения метода необходимо построить функцию Римана, являющуюся
решением специальной характеристической задачи Коши. Общего метода построения функ-
ции Римана не существует. В работе [2] дан подробный анализ шести известных способов
построения функции Римана для частных типов уравнений. Н. Х. Ибрагимовым [3], на основе
использования результатов Л. В Овсянникова по групповой классификации однородных ги-
перболических уравнений второго порядка [4], было предложено находить функцию Римана с
помощью симметрий уравнения.

В настоящей работе показана инвариантность функции Римана относительно симметрий
фундаментальных решений и предложен метод ее построения.

1. Метод Римана. Рассмотрим общее линейное гиперболическое уравнение второго по-
рядка с двумя независимыми переменными

L[u] = uxy + a(x, y)ux + b(x, y)uy + c(x, y)u = f(x, y) . (1)

Метод Римана сводит задачу интегрирования уравнения (1) к построению вспомогательной
функции Римана v = R(x, y; x′, y′) , удовлетворяющей однородному сопряженному уравнению

L∗[R] = Rxy − (aR)x − (bR)y + cR = 0

и следующим условиям на характеристиках:

(Ry − aR)|x=x′ = 0 , (Rx − bR)|y=y′ = 0 , R(x′, y′; x′, y′) = 1 .

С помощью функции Римана для уравнения (1) строятся общие решения задачи Коши и
характеристической задачи Коши (задачи Гурса).

Функция Римана обладает следующим свойством взаимности

R∗(x, y; x′, y′) = R(x′, y′; x, y) , (2)

где R∗(x, y; x′, y′) — функция Римана сопряженного уравнения.
2. Симметрии фундаментальных решений. Пусть дано линейное дифференциальное

уравнение с частными производными p -го порядка

Mu =
p∑

|α|=0

Aα(x) Dαu = 0 , x ∈ Rm . (3)

Фундаментальные решения уравнения (3) являются решениями уравнения

Mu = δ(x− x0) . (4)

47



Международная конференция "Дифференциальные уравнения, теория функций и приложения", 2007, с. 47–48

Операторы симметрии уравнения (3), образующие конечномерную часть алгебры Ли опе-
ратор симметрии, имеют вид

X =
m∑

i=1

ξi(x)
∂

∂xi
+ ζ(x) u

∂

∂u
. (5)

Обозначим через X
p

продолжение порядка p оператора (5). Функция λ = λ(x) удовлетворяет

тождеству X
p

(Mu) = λ(x) Mu .

Сформулируем основной результат работы [5].
Теорема 1. Алгебра Ли операторов симметрии уравнения (4) является подалгеброй ал-

гебры Ли операторов симметрии уравнения (3), выделяемой соотношениями

ξi(x0) = 0, λ(x0) +
m∑

i=1

∂ξi(x0)
∂xi

0

= 0, i = 1, . . . , m . (6)

Симметриями фундаментальных решений (или симметриями уравнения (4)) будем назы-
вать симметрии уравнения (3), удовлетворяющие соотношениям (6).

3. Основной результат работы. Можно показать, что операторы симметрии однород-
ного уравнения (1) имеют вид

X = ξ1(x)
∂

∂x
+ ξ2(x)

∂

∂y
+ ζ(x, y) u

∂

∂u
,

и находятся из системы определяющих уравнений.
Рассмотрим уравнение

Lu = δ(x− x′) δ(y − y′) .

Симметрии фундаментальных решений удовлетворяют дополнительным соотношениям

ξ1(x′) = 0 , ξ2(y′) = 0 , λ(x′, y′) +
d ξ1(x′)

d x
+

d ξ2(y′)
d y

= 0 . (7)

Функция Римана u = R∗(x, y; x′, y′) сопряженного уравнения L∗v = g(x, y) является решени-
ем соответствующей характеристической задачи Коши. Тогда из соотношений (7) и системы
определяющих уравнений следует инвариантность условий на характеристиках.

Теорема 2. Симметрии фундаментальных решений линейного гиперболического уравне-
ния второго порядка с двумя независимыми переменными оставляют инвариантной функцию
Римана сопряженного уравнения.

Из теоремы 2 следует, что функция Римана сопряженного уравнения является инвари-
антным относительно симметрий фундаментальных решений решением исходного уравнения.
Тогда функция Римана исходного уравнения находится из соотношения взаимности (2).

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследова-
ний (проекты 05-01-00375 и 06-01-00707) и гранта Президента РФ поддержки ведущих научных школ
(проект НШ-4474.2006.1).
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