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Задачи Дарбу на плоскости для линейных гиперболических уравнений хорошо изучены
[1, 2]. Многомерные аналоги этих задач для волнового уравнения предложены М. Н. Протте-
ром [3]. Из-за отсутствия эффективных методов исследования изучение задач Дарбу – Прот-
тера для многомерных гиперболических уравнений требует специальных исследований и при-
влечения новых методов, поэтому в этом направлений мало работ (см. [4]).

Пусть Dε — конечная область евклидова пространства Em+1 точек (x1, . . . , xm, t) , огра-
ниченная поверхностями, и плоскостью t = 0 , где |x| — длина вектора x = (x1, . . . , xm), 0 ≤
t ≤ (1− ε)/2 , а 0 ≤ ε < 1 . Части этих поверхностей, образующих границу ∂Dε области Dε ,
обозначим через Sε , S1 и S соответственно.

В области Dε рассмотрим многомерные гиперболические уравнения

∆xu− utt +
m∑

i=1

ai(x, t)uxi + b(x, t)ut + c(x, t)u = 0, (1)

∆xϑ− ϑtt −
m∑

i=1

aiϑxi − bϑt + dϑ = 0, (2)

где ∆x — оператор Лапласа по переменным x1, . . . , xm , m ≥ 2 , d(x, t) = c−
m∑

i=1
aiuxi − bt .

Рассмотрим следующие взаимно-сопряженные задачи
Задача 1. Найти в области Dε решение уравнения (1) из класса C1(Dε)

⋂
C2(Dε) , удо-

влетворяющее краевым условиям

u|S = τε(x), u|Sε = σε(x),

или
ut|S = νε(x), u|Sε = σε(x).

Задача 2. Найти в области Dε решение уравнения (2) из класса C1(Dε)
⋂

C2(Dε) , удо-
влетворяющее краевым условиям

ϑ|S = τε(x), ϑ|St = σ1(x),

или
ϑt|S = νε(x), ϑ|St = σ1(x).

В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат x1, . . . , xm, t к сферическим
r, θ1, . . . , θm−1, t .

Пусть {Y k
n,m(θ)} — система линейно независимых сферических функций порядка n, 1 ≤

k ≤ kn, (m − 2)!n!kn = (n + m − 3)!(2n + m − 2) , θ = (θ1, . . . , θm−1) , W l
2(Dε) , l = 0, 1, . . . —

пространства Соболева, а S̃ = {(r, θ) ∈ S, ε < r < (1 + ε)/2} .
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Имеет место ([5])
Лемма. Пусть f(r, θ) ∈ W l

2(S) . Если l ≥ m− 1 , то ряд

f(r, θ) =
∞∑

n=0

kn∑

k=0

fk
n(r)Y k

n,m(θ),

а также ряды, полученные из него дифференцированием порядка p ≤ l − m + 1 , сходятся
абсолютно и равномерно.

Введем множество функций

Bl
1(S) = {f(r, θ) : f ∈ W l

2(S),

∞∑

n=0

kn∑

k=0

(
‖fk

n(r)‖2
C3(ε,1) + ‖fk

n(r)‖2
C1([ε,1])

)
exp 2(n2 + n(m− 2)) < ∞, l ≥ m− 1}

Если ai(x, t), b(x, t), c(x, t) ∈ W l
2(Dε) , i = 1, . . . , m , l ≥ m + 1 и τε(r, θ) = r2τ∗ε (r, θ) , νε(r, θ) =

r2ν∗ε (r, θ) , σε(r, θ) = r2σ∗ε(r, θ) , τ∗ε (r, θ), ν∗ε (r, θ) ∈ Bl
1(S) , σ∗ε(r, θ) ∈ Bl

1(S̃) . Тогда из результа-
тов работ [4, 6, 7] вытекает следующий критерий

Теорема. Задача 1 однозначно разрешима ⇔ ε > 0 .
Отметим, что в [8] получена критерии единственности решения задачи 1. В [9, 10] установ-

лено, что задача 2 имеет единственное решение.
Замечание. В теореме принадлежность заданных функций в множество Bl

1(S) суще-
ственна. Как показывают примеры построенные в [4], при нарушении этого условия, решение
задачи 1 даже для многомерного волнового уравнения могут не существовать.
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