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1. В области D = D+
⋃

D−⋃
J , где D+ =

∞⋃
l=0

D+
l , D+

l = {(x, y) : |x| < +∞ , lh ≤

y ≤ (l + 1)h} , D− =
∞⋃

k=0

D−
k , D−

k = {(x, y) : kτ − y < x < (k + 1)τ + y , −τ/2 < y < 0} ,
J = {(x, y) : 0 < x < +∞ , y = 0}, рассматривается уравнение

0 =
{

D2α
+ u(s, y)− uy(x, y) + H(y − h)u(x, y − h), y > 0,

uxx(x, y)− uyy(x, y)−H(x− τ)u(x− τ, y), y < 0,
(1)

в котором 1 < 2α < 2 ; 0 < τ, h ≡ const ; D2α
+ — оператор дробного (в смысле Римана –

Лиувилля) интегродифференцирования с началом в −∞ и с концом в точке x , действующий
на функцию u(x, y) по переменной x .

Задача P . Найти решение u(x, y) уравнения (1) в области D из класса D2α−2
+ u(s, y) ∈

C(D+) , D2α
+ u(s, y) ∈ C(D+) , uy(x, y) ∈ C(D−) , uy(x, y) ∈ C(D+) , uxx(x, y) , uyy(x, y) ∈

C(D−) , удовлетворяющее граничным и начальным условиям

u(x, 0) = f(x), x ≤ 0, (2)

u(x, kτ − x) = ψk(x), kτ ≤ x ≤ (2k + 1)τ/2, (3)

и условиям сопряжения

lim
y→0+

u(x, y) = lim
y→0−

u(x, y) = ω(x), x ∈ J, (4)

lim
y→0+

uy(x, y) = lim
y→0−

uy(x, y) = ν(x), x ∈ J, (5)

если заданные функции ψk(x) ∈ C [kτ, (2k + 1)τ/2]
⋂

C2 (kτ, (2k + 1)τ/2) , f(x) ∈ C(−∞, 0]
⋂

C2(−∞, 0) и f(−∞) = 0 , f(0) = ψ0(0), lim
k→+∞

max
x∈[kτ,(2k+1)τ/2]

|ψk(x)| = 0 .

2. Единственность и существование решения задачи P . Решение задачи Коши в
области D+ для уравнения (1) с начальными условиями (2), (4) получено в виде

u(x, y) =
{

ul(x, y), (x, y) ∈ D+
l (l = 0, 1, 2, . . . )

}
, (6)

где

ul(x, y) =

+∞∫

−∞
ω(ξ)Gl(x− ξ, y)dξ,
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а

Gl(x, y) =
1
2π

l∑

m=0

(y −mh)m

m!

+∞∫

−∞
eiλxe(iλ)2α(y−mh)dλ,

ω(x) =
{

f(x), x ≤ 0,
ω(x), x ≥ 0.

Решение задачи Коши в области D− для уравнения (1) с начальными условиями (4), (5)
найдено в форме

u(x, y) =
{

uk(x, y), (x, y) ∈ D
−
k (k = 0, 1, 2, . . . )

}
, (7)

где uk(x, y) = Φ(x, y)H(x) +
k∑

m=1
γmH(x − mτ)

x−mτ∫
0

η((x − mτ)2 − η2)m−1Φ(η, y)dη, причем

Φ(x, y) = 1
2 [zω(x− y) + zω(x + y)] + 1

2

x+y∫
x−y

zν(ξ)dξ, а zω(x) = ω(x)H(x) +
k∑

m=1
(−1)mγmH(x −

mτ)
x−mτ∫

0

η(x2 − (η + mτ)2)m−1ω(η)dη, zν(x) совпадает с zω(x) если там заменить ω(x) на

ν(x) ; γm =
(
m!Γ(m)22m−1

)−1 ; H(ξ) — функция Хевисайда.
Единственность решения задачи P следует из того, что однородная задача P ( f(x) ≡

0 , ψk(x) ≡ 0 ) имеет тривиальное решение, поскольку интегро-дифференциально-разностное
уравнение

D2α
+ ω(s)− ω

′
(x) = µk(x) ≡ δk(x)− F (x)−

k∑

m=1

γmH(x−mτ)

x−mτ∫

0

(x−mτ − η)2(m−1)ω(η)dη, kτ < x < (k + 1)τ, (8)

полученное из (6), (7), в силу условий сопряжения (4), (5) ( δk(x) ≡ 0 , F (x) ≡0 при ψk(x) ≡ 0 ,
f(x) ≡ 0 ), в условиях ω(kτ) = 0 ( k = 0, 1, 2, . . . ) имеет нулевое решение.

Вопрос существования решения задачи P сводится к разрешимости уравнения (8) ( δk(x) =
0 , F (x) = 0 ), когда ω(kτ) = ψk(kτ) ( k = 0, 1, 2, . . . ), в классе функции ω(x) ∈ C(J)

⋂
C2(J) .

Замечание. Функции δk(x) , F (x) известны и выражаются через ψk(x) , f(x) соответ-
ственно.
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