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В области D = {(x, y) : 0 < x < a, 0 < y < b} рассмотрим уравнение

Uxxx − Uyy = f(x, y), (1)

где a, b — некоторые постоянные числа и f(x, y) — известная функция, удовлетворяющая
следующим условиям: f(x, y), f ′y(x, y) ⊂ C(D̄), f(x, 0) = f(x, b) = 0 .

Задача К. Найти регулярное решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям

U(x, 0) = 0, U(x, b) = 0, 0 < x < a, (2)

U(0, y) = U(a, y) = U ′
x(a, y) = 0, 0 < y < b. (3)

Единственность решения этой задачи доказывается методом интеграла энергии.
Будем искать решение задачи в виде ряда Фурье по y

U(x, y) =
∞∑

n=1

Un(x) sin
nπ

b
y. (4)

Представим функцию f(x, y) в виде ряда Фурье

f(x, y) =
∞∑

n=1

fn(x) sin
nπ

b
y, fn(x) =

2
b

b∫

0

f(x, η) sin
nπ

b
ηdη. (5)

Подставляя (4) в уравнение (1), учитывая (3), имеем следующую задачу для Un (x) :
{

U ′′′
n + λnUn = f(x),

Un(0) = 0, Un(a) = 0, U ′
n(a) = 0. (6)

Пусть решение задачи (6) имеет вид

Un(x) = An(x) exp(−knx), (7)

где kn = (πn
b )

3
2 , An(x) — неизвестные функции.

Подставляя (7) в уравнение (6) и полагая A′n(x) = Bn(x) , получаем

B′′
n − 3knB′

n + 3k2
nBn = eknxfn(x). (8)

Неизвестные функции An(x) должны удовлетворять условию

An(0) = 0, An(a) = 0, A′n(a) = 0. (9)
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Следовательно, для функций Bn(x) выполняются условия Bn(a) = 0 .
Уравнения (8) является уравнением вынужденных колебаний и её общее решение имеет

вид [1]

Bn(x) = C1ne
3
2
knx sin

√
3

2
kn(x− C2n) +

2√
3kn

a∫

x

e
1
2
kn(3x−ξ)fn(ξ) sin

√
3

2
kn(ξ − x)dξ.

Из условия Bn(a) = 0 следует

Bn(x) = −C1ne
3
2
knx sin

√
3

2
kn(a− x) +

2√
3kn

a∫

x

e
1
2
kn(3x−ξ)fn(ξ) sin

√
3

2
kn(ξ − x)dξ. (10)

Учитывая, что An (x) =
x∫
0

Bn (η) dη , имеем

An(x) = −C1n

x∫

0

e
3
2
knη sin

√
3

2
kn(a− η)dη +

2√
3kn

x∫

0

dη

a∫

η

e
1
2
kn(3η−ξ)fn(ξ) sin

√
3

2
kn(ξ − η)dξ.

Коэффициенты C1n определяются из условия. An(a) = 0 . Тогда получим

An(x) = −σ2n(a)
σ1n(a)

σ1n(x) + σ2n(x), (11)

Учитывая (7), (11) и (4), имеем решение задачи K в виде

U(x, y) =
∞∑

n=1

[
−σ2n(a)

σ1n(a)
σ1n(x) + σ2n(x)

]
e−knx sin

nπ

b
y, (12)

где

σ1n(x) =
1√
3kn

{
e

3
2
knx sin

[√
3

2
kn(a− x) +

π

6

]
− sin(

√
3

2
kna +

π

6
)

}
,

σ2n(x) =
2√
3kn

x∫

0

dη

a∫

η

e
1
2
kn(3η−ξ) sin

√
3

2
kn(ξ − η)fn (ξ) dξ,

σ1n(a) =
1√
3kn

[
1
2
e

3
2
kna − sin(

√
3

2
kna +

π

6
)

]
,

σ2n(a) =
2

3k2
n

a∫

0

[
1
2
eknξ − e−

1
2
knξ sin(

√
3

2
knξ +

π

6
)

]
fn (ξ)dξ.

(12) является решением уравнении (1) с краевым условиям (2), (3).
Итак, доказана следующая
Теорема. Если f (x, y) , f ′y (x, y) ∈ C1

(
D

)
и f (x, 0) = f (x, b) = 0 , то решение задачи

К имеет вид (12) и оно непрерывно вместе со своими производными третьего порядка по x ,
второго порядка по y .
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