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Рассмотрим уравнение
Uxxx − ymUyy = 0, 0 6 m 6 1, (1)

в области D = {(x; y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1}.
Задача Am. Найти регулярное решение U(x, y) ∈ C(D)∩C3,2

x,y(D) уравнения (1) в облас-
ти D , удовлетворяющее краевым условиям

lim
y→+0

(y
m−1

2 U) = 0, U(x, 1) = 0, (2)

U(0, y) = ϕ1(y), U(1, y) = ϕ2(y), U ′
x(1, y) = ϕ3(y), (3)

где ϕi(y) ∈ C3(D) , ϕi(0) = ϕi(1) = ϕ′′i (0) = ϕ′′i (1) = 0 , ϕi(y) , ϕ′′i (y) ∈ L2(0, 1) , i = 1, 2, 3 .
Теорема. Однородная задача Am имеет только тривиальное решение.
Доказательство. Предположим, что однородная задача Am имеет нетривиальное реше-

ние. Рассмотрим тождество

UL[U ] =
∂

∂x
(UUxx − 1

2
U2

x)− ∂

∂y
[ymUUy − m

2
(y

m−1
2 U)2] + ymU2

y +
m(1−m)

2
ym−2U2 = 0.

Интегрируя это тождество в области D и учитывая однородные краевые условия, получим

1
2

1∫

0

U2
x(0, y)dy +

∫∫

D

ymU2
y dxdy +

∫∫

D

m(1−m)
2

ym−2U2dxdy = 0.

Отсюда при m 6= 0 и m 6= 1 имеем U(x, y) = 0 . Если m = 0 и m = 1 , то Uy(x, y) = 0 , т. е.
U(x, y) = f(x) . Из U(x, 0) = 0 следует f(x) ≡ 0 , тогда U(x, y) ≡ 0 .

Используем метод разделения переменных. Пусть

U(x, y) = X (x)Y (y) . (4)

Подставляя (4) в уравнение (1), получим

Y ′′ + λy−mY = 0, λ > 0, (5)

X ′′′ + λX = 0. (6)

Для функции Y (y) имеем следующую вспомогательную задачу
{

Y ′′ + λy−mY = 0,
y(0) = y(1) = 0. (7)
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Общее решение уравнения (7) при 0 6 m < 1 имеет вид [1]

Y (y) =
√

y

[
C1J 1

2−m

( 2
√

λ

2−m
y

2−m
2

)
+ C2J− 1

2−m

( 2
√

λ

2−m
y

2−m
2

)]
, (8)

где Jν(y) — функция Бесселя, порядка ν = 1
2−m , 1

2 6 ν < 1 , C1, C2 — произвольные посто-
янные.

Используя граничные условия (7), получим C2 = 0,

Y (1) = CJ 1
2−m

(
2
√

λ

2−m
) = 0. (9)

Известно [2], что при вещественном ν > −1 , функция Jν(z) имеет бесконечно много простых
нулей. Обозначим их через µk , где k = 1,∞, причем 0 < µ1 < µ2 < µ3 < . . .

Тогда λk =
[

(2−m)µk

2

]2
. Итак, λk — собственные значения, удовлетворяющие уравне-

нию (9). Собственная функция имеет вид

Yk (y) =
√

yJ 1
2−m

( 2
√

λk

2−m
y

2−m
2

)
. (10)

Как известно, Yk (y) ортогональны относительно скалярного произведения

(Yk(y), Yn(y)) =

1∫

0

y−mYk(y)Yn(y)dy =

{ 0, при n 6= k,
1

2−mJ2
1

2−m+1

(2
√

λk
2−m

)
, при n = k.

Функция (10) удовлетворяет lim
y→+0

(y
m−1

2 Y ) = 0 . Этот результат имеет место и при m = 1 .

Общее решение уравнения (6) имеет вид

Xn(x) = C1ne−knx + e
1
2knx(C2n cos

√
3

2
knx + C3n sin

√
3

2
knx), (11)

где kn = 3
√

λn , Ci — произвольные постоянные, i = 1, 2, 3 .
Учитывая (10), (11) и (4), имеем решение

U(x, y) =
∞∑

n=1

[C1ne−knx + e
1
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√
3

2
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√
3

2
knx)]Yn(y) (12)

Из краевых условий (3) получим систему алгебраических уравнений для определения Ci :




C1n + C2n = ϕ1n,

C1n + e
3
2kn(C2n cos

√
3

2 kn + C3n sin
√

3
2 kn) = ϕ2nekn ,

C1n − e
3
2kn(C2n cos(

√
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3 ) + C3n sin(

√
3

2 kn + π
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kn
ekn ,

где ϕin — коэффициенты ряда Фурье – Бесселя по собственным функциям {Yn(y)}

ϕi(y) =
∞∑

n=1

ϕinYn(y)dy, ϕin =

1∫

0

y−mϕi(y)Yn(y)dy.

Определитель этой системы отличен от нуля.
При сделанных предположениях данных функции доказывается равномерная сходимость

ряда (12) и их производных до третьего порядка по x и до второго порядка по y .
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