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Рассмотрим абстрактное нелинейное гиперболическое уравнение

v̈ = −A2v + ε[B(ωt)v + Π〈v〉]. (1)

Здесь v(t) — функция со значениями в гильбертовом пространстве H ; A — линейный са-
мосопряженный положительный и, вообще говоря, неограниченный оператор в H , имеющий
вполне непрерывный обратный; ε — малый параметр; B(τ) — 2π -периодическая функция со
значениями в множестве линейных ограниченных операторов; Π〈v〉 ≡ Π(v, v) , где Π(u, v) —
билинейный ограниченный оператор, моделирующий квадратичную нелинейность. Уравнения
такого типа возникают во многих вопросах механики и физики, в частности, при описании
гидродинамики водонефтяных слоистых систем [1].

При ε = 0 общее решение уравнения (1) представимо суммой v(t) = eiAtx + e−iAty с
произвольными постоянными амплитудами x и y из H . Если ε 6= 0 , то решения (1) име-
ют такой же вид, но x , y уже являются функциями времени t . Нас интресует динамика
амплитуд x и y , когда частота ω возмущения B(ωt) близка к одной из так называемых ре-
зонансных частот (λj±λk)/m , где λj и λk — произвольные собственные значения оператора
A , m = ±1,±2, . . . . В этом случае амплитуды x и y решений соответствующего линеаризо-
ванного уравнения могут экспоненциально расти. Это явление называется параметрическим
резонансом, систематическое исследование которого в самых разнообразных ситуациях про-
должается уже более ста лет (см., например, [2] и [3]). Численное исследование конкретных
примеров показывает, что для нелинейных уравнений типа (1) поведение амплитуд гораздо
сложнее: они могут быть близки к периодическим функциям, существенным образом завися-
щим от выбора начальных условий. Цель настоящей работы — предложить простые эффек-
тивные способы приближенного описания x(t) и y(t) в нелинейном случае.

Преобразуем исходное уравнение к системе первого порядка относительно неизвестных
x = e−iAt[v + (iA)−1v̇]/2 , y = eiAt[v − (iA)−1v̇]/2 . Полагая

z =
(

x
y

)
, Ã =

(
A 0
0 −A

)
, E :

(
x
y

)
→ x + y, G : x →

(
x
x

)
,

придем к уравнению

ż =
ε

2
(iÃ)−1e−iÃtG[B(ωt)EeiÃtz + Π〈EeiÃtz〉]

в пространстве H2 = H ⊗ H . Методом Крылова—Боголюбова [4] найдем асимптотическое
разложение z ≈ ξ+εΦ(t, ξ)+ε2Ψ(t, ξ) с точностью до второго порядка по малому параметру. Не
останавливаясь на технических деталях, сразу приведем окончательный результат. Обозначим
через Pj спектральные проекторы, отвечающие собственным значениям λj (j = 1, 2, . . .)
оператора A . Понятно, что собственными числами оператора Ã будут µj , (j = ±1, ±2, . . .) ,
где µj = λj при j > 0 и µj = −λ−j при j < 0 , а отвечающие им спектральные проекторы
равны соответственно

P̃j =
(

Pj 0
0 0

)
, j > 0; P̃j =

(
0 0
0 P−j

)
, j < 0.
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Пусть B(τ) =
∑

m6=0 Bmeimτ , Bjk
m = P̃jGBmEP̃k , Πkl

j (ξ, η) = P̃jGΠ(EP̃kξ, EP̃lη) . Тогда
в большинстве практически важных ситуаций, исключая некоторые вырожденные случаи,
функция ξ(t) удовлетворит уравнению

ξ̇ =
ε

2

∑ 1
iµj

Bjk
m ξ − ε2

4

∑ Bjl
m−nBlk

n ξ

iµjµl(µk − µl + nω)
− ε2

2

∑ Πkl
j (ξ,Πpq

l (ξ, ξ))
iµjµl(µp + µq − µl)

. (2)

Здесь первая сумма распространяется на все целые j , k , m , для которых µj − µk = mω ;
вторая сумма — на такие j , k , l , m , n , что µj − µk = mω , µl − µk 6= nω ; наконец, третья
сумма — на все j , k , l , p , q , для которых µp + µq 6= µl , µp + µq + µk = µj .

Обозначим через 2Dξ первую сумму в правой части уравнения (2) и предположим, что
оператор D не равен нулю, а равенство µj −µk = mω возможно лишь для конечного множе-
ства наборов j , k , m . Разложим H2 в сумму инвариантных относительно D подпространств
H1 и H2 , где H1 конечномерно, а H2 ⊆ kerD . Тогда уравнение (2) сведется к системе вида

ξ̇1 = εDξ1 + ε2f(ξ1, ξ2), ξ̇2 = ε2g(ξ1, ξ2), где ξj ∈ Hj .

Структура отображений f и g такова, что существует замена переменных ξ1 = ζ1+εϕ(ζ1, ζ2) ,
ξ2 = ζ2 + εψ(ζ1, ζ2) , приводящая эту систему с точностью до слагаемых выше второго порядка
по ε к треугольной форме

ζ̇1 = εDζ1 + ε2f̃(ζ1, ζ2), ζ̇2 = ε2g̃(ζ2). (3)

Решение второго из уравнений (3) меняется очень медленно. С высокой степенью точно-
сти можно считать, что на интервале времени порядка ε−2 функция ζ2(t) постоянна и равна
ζ2(0) . Подставив ζ2 ≡ ζ2(0) в первое из уравнений (3), придем к динамической системе в
конечномерном пространстве H1 относительно вектора ζ1 . Решение этой динамической сис-
темы в конечном счете и определяет поведение исходной функции v(t) . В частности, можно
оценить нормы амплитуд колебаний в системе (1) в зависимости от начальных условий.

Не все детали описанного подхода на сегодняшний день строго обоснованы, однако числен-
ные эксперименты показывают его эффективность во многих практических ситуациях.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 06–08–00386), Президиума РАН (про-
грамма № 14, проект № 115), Сибирского отделения РАН (проекты 1.6 и 42).
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