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Простейшая краевая задача, доставляющая тем не менее все характерные трудности теории
краевых задач, может быть поставлена так.

(A) Пусть заданы: U — область в Rn , о границе которой не делается никаких предположе-
ний, f — кусочно непрерывная функция в Rn с компактным носителем и λ — комплексный

параметр. Требуется найти функцию v ∈
o

W 1
2(U) , удовлетворяющую в обобщенном смысле

уравнению
∆v + λv = f.

Используя теорему Рисса, задачу (A) можно записать в операторах

(λ + 1)A(U)v − v = f |U ,

где A(U) — ограниченный самосопряженный оператор, заданный билинейной формой

(w, A(U)v) =
∫

U
dx w∗v ∀v, w ∈

o
W 1

2(U),

а f |U — сужение функционала (f, .)L2(Rn) на
o

W 1
2(U) . Спектром задачи (A) будем называть

множество точек
σ(U) := {λ ∈ C : λ + 1 ∈ σ(A(U))} .

Классические теоремы о спектрах краевых задач с различными граничными условиями при-
ведены в [1], в 1990-х годах был достигнут значительный прогресс в исследовании областей,
представляющих собой волноводы [2, 3]. Нам относительно спектров задачи (A) удалось до-
казать следующее.

1. Если области U1 и U2 совпадают вне компакта, то σess(U1) = σess(U2) .
Для случая достаточно гладкой границы эта теорема была установлена М. Ш. Бирманом

[4]. Эта теорема позволяет вычислят существенный спектр в случае, когда область вне ком-
пакта совпадает с областью, в которой делятся переменные.

2. Для любой области U в Rn с какой угодно границей существенный спектр имеет вид
σess(U) = [a,+∞) , где a ≥ 0 .

Эта теорема указывает на принципиальное отличие теории спектра задачи (A) и спек-
тральной теории оператора Шредингера. Типичной ситуацией для последней является случай
спектра с лакунами, а одной из важнейших задач — оценка длины лакун.

3. Пусть F — гладкая поверхность, делящая Rn на две области U и V , и пусть ~ν — ее
единичная нормаль. Если существует такой постоянный вектор ~a , что скалярное произведение
(~a, ~ν) ≥ 0 вдоль всей границы ∂U и (~a, ~ν) > 0 на некотором ее участке, то σdisc(U) =
σdisc(V ) = ∅ .

Это утверждение обобщает критерий пустоты дискретного спектра, указанный Реллихом
[5, § 2], [1, c. 249]. Условие гладкости границы существенно: контрпример фактически был
построен в [6].
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6. Exner P., Šeba P., Tater M., Vaňek D. Bound states and scattering in quantum waveguides coupled
laterally through a boundary window // J. Math. Phys. 1996. V. 37. P. 4867–4887.

99


