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Рассмотрим дифференциальное уравнение дробного порядка

Ly ≡ Dα+1
0x y(t) + p(x)Dβ

0xy(t) + q(x)y(x) = f(x) , (1)

с граничными условиями
y(0) = y(r) = 0 , (2)

где Dτ
0x — оператор дробного (в смысле Римана – Лиувилля) дифференцирования порядка

0 < τ ≤ 2 с началом в точке 0 и с концом в точке x ∈ [0, r] [1], 0 < α ≤ 1 , 0 < β ≤ 1 ;
y(x) ∈ C4[0, r] и y(0) = 0 ; p(x), q(x) ∈ C[0, r] .

Используя известное представление дробной производной [2]

Dα
0xy(t) =

m−1∑

k=0

y(k)(0)
Γ(α− k + 1)

xk−α + D
−(m−α)
0x y(m)(t)

и учитывая условие (2), имеем

Dα+1
0x y(t) =

1
Γ(1− α)

(
y′(0)x−α +

∫ x

0
y′′(t)(x− t)−αdt

)
, (3)

Dβ
0xy(t) =

1
Γ(1− β)

∫ x

0
y′(t)(x− t)−βdt = ∂β

0xy(t) , (4)

где ∂β
0x — регуляризованный оператор дробного порядка β [1].

Пусть h = x/n , тогда xi = i h , где i = 0, n , x0 = 0 . Положим yi = y(xi) .
Пусть Sα

k = k1−α — степенная сеточная функция.
Перейдя к разностным аналогам [3] для (3) и (4) имеем

Dα+1
0xi

y(t) ≈ ∆α+1
0xi

y(t) + Rα(h, i) , (5)

Dβ
0xi

y(t) ≈ ∆β
0xi

y(t) + Rβ(h, i) , (6)

где

∆α+1
0xi

y(t) =
y′(0)x−α

i

Γ(1− α)
+

h−1−α

Γ(2− α)

i∑

k=1

∆2yk−1∆Sα
i−k,

∆β
0xi

y(t) =
h−β

Γ(2− β)

i∑

k=1

∆yk−1∆Sβ
i−k,
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Rα(h, i) ≤ h2

12 Γ(2− α)
max
[0,xi]

|yIV (t)|x1−α
i , Rβ(h, i) ≤ h

2Γ(2− β)
max
[0,xi]

|y′′(t)|x1−β
i .

Отбросив последние слагаемые в правых частях (5) и (6), подставив полученные выражения
в (1) имеем

Lhy ≡ ∆α+1
0xi

y(t) + p(xi)∆
β
0xi

y(t) + q(xi)y(xi) = f(xi) .

Приведя подобные члены, получим систему n уравнений с n неизвестными. В матричной
форме система уравнений имеет вид:

DY = F , (7)

где матрица D является нижней почти треугольной или матрицей Хессенберга [4]. Алгоритм
решения системы уравнений (7) назовем модифицированным методом “прогонки”.

Пусть Lm , Km — коэффициенты “прогонки”. Тогда

ym = Lm −Kmym+1 , m = 1, 2, . . . , n− 1 .

Теорема. Вычислительный процесс для нахождения Lm и Km устойчив, если существует
такое число ε > 1+α , что для всех диагональных миноров Dm определителя D выполняется

|Dm−1|
|Dm| = O(hε).
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