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Рассматриваются нелинейные уравнения, описывающие распространение длинных волн на
пространственном сдвиговом потоке тяжелой идеальной несжимаемой жидкости со свободной
границей над ровным дном

ut + uux + vuy + wuz − fv + ghx = 0, vt + uvx + vvy + wvz + fu + ghy = 0,
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Здесь переменные t , x , y , z , u , v , w , h соответствуют времени, декартовым координатам,
компонентам вектора скорости и глубине слоя жидкости; постоянные g , f — ускорение сво-
бодного падения и параметр Кориолиса. Давление в жидкости распределено гидростатично
по глубине и восстанавливается по формуле p = ρg(h − z) + p0 , где постоянные ρ , p0 —
плотность жидкости и давление на свободной границе.

Уравнения (1) для движений без сдвига скорости по вертикали, когда компоненты вектора
скорости u и v не зависят от переменной z , при f = 0 принимают вид широко известной
модели мелкой воды Сен-Венана [1, 2], а при f 6= 0 — квазигеострофической модели при-
ближения « f – плоскости» средних широт [3, 4]. Модели, учитывающий сдвиговой характер
движения, изучены в меньшей степени. Нелинейные уравнения (1) для сдвиговых течений
при отсутствии кориолисова ускорения исследованы в работах [5, 6]. В них установлено су-
ществование простых волн, непрерывно примыкающих к стационарному сдвиговому потоку,
сформулированы условия обобщенной гиперболичности стационарных уравнений. Вместе с
тем результатов по точным решениям нелинейных интегро-дифференциальных уравнений (1)
известно крайне мало, поэтому представляет интерес их построение, анализ и физическая
интерпретация.

В представленной работе система уравнений (1) впервые подвергнута систематическому
исследованию методами группового анализа дифференциальных уравнений [7, 8]. Найдены
9-и мерные группы допускаемых преобразований G9 , как в случае f = 0 , так и для f 6= 0 .
Установлено, что при f = 0 допускаются переносы по времени и горизонтальным простран-
ственным переменным, галилеевы переносы по x и y , два растяжения, вращение вокруг оси z
и нетривиальное проективное преобразование. При этом структура соответствующей алгебры
Ли L9 аналогична структуре алгебры Ли допускаемых операторов для уравнений двухмерных
движений газа с показателем политропы γ = 2 , для которой построена оптимальная систе-
ма подалгебр [9]. В случае f 6= 0 система инвариантна относительно переносов по t , x , y ,
вращения вокруг оси z , одного растяжения и еще 4 достаточно сложных преобразований. От-
метим, что алгебра Ли L9 допускаемых операторов для квазигеострофической модели содер-
жит подалгебру, имеющую структуру SO3 (такую же как у трех операторов вращения). Для
найденной группы преобразований построена оптимальная система подалгебр. «Оптималь-
ность» состоит в том, что решения, получаемые с помощью ее представителей, исчерпывают
все возможные инвариантные и частично инвариантные решения соответствующие подгруп-
пам группы преобразований G9 с точностью до замены переменных. Дальнейшее построение
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решений сводится к нахождению инвариантов соответствующих подалгебр и интегрированию
получаемых фактор-систем.

Исследован ряд инвариантных и частично инвариантных подмоделей, дана физическая ин-
терпретация построенным точным решениям. Для моделей с учетом и без учета кориолисова
ускорения подробно изучен класс стационарных вращательно симметричных течений. Пока-
зано, что при определенных распределениях скорости по глубине возникают области возврат-
ного течения и дан алгоритм построения решения в этих областях. Приведен пример решения
с критическим слоем, который выражается в элементарных функциях.

Работа выполнена при финансовой поддержке Интеграционного проекта СО РАН № 2.15 и гранта
для поддержки Ведущих научных школ НШ-5245.2006.1.
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