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Постановка задачи. Рассматривается линейная система дифференциальных уравнений
с последействием

dx(t)
dt

=

0∫

−r

dsη(t, s)x(t + s), (1)

где t ∈ R , x : R → Rn , r > 0 . Матричная функция η измерима по Лебегу на мно-
жестве R × [−r, 0] и η(·, 0) = 0 . Для почти всех t ∈ R существует конечная вариация
v(t) = var[−r,0]η(t, ·) и функция v локально интегрируема по Лебегу на R . При указан-
ных условиях система (1) для любого начального момента t0 ∈ R и произвольной функ-
ции ϕ ∈ C ([−r, 0],Rn) имеет единственное решение x(·, t0, ϕ) на полуоси [−r,+∞) , удо-
влетворяющее условию x(s, ϕ) = ϕ(s) при s ∈ [−r, 0] [1]. При продолжении этого решения
на полуось (−∞,−r) возникают большие проблемы, связанные с некорректностью этой за-
дачи. При ее решении удобно использовать функциональное пространство состояний ϕ ∈
C ([−r, 0],Rn) , выбирая в качестве элементов решений системы (1) при t > t0 функции
xt (ϑ, t0, ϕ) = x (t + ϑ, t0, ϕ) , ϑ ∈ [−r, 0] , ϕ ∈ C ([−r, 0],Rn) [2]. Использование функциональ-
ного пространства состояний позволяет ввести эволюционное описание рассматриваемой систе-
мы xt(ϑ, t0, ϕ) = (T (t, t0)ϕ) (ϑ) , ϑ ∈ [−r, 0] , ϕ ∈ C ([−r, 0],Rn) , t > t0 . В работе [3] показано,
что при дополнительных требованиях для функции η операторы T (t, t0) , t > t0 , допускают
расширения по непрерывности на сепарабельное пространство H = Rn × L2 ([−r, 0),Rn) со
скалярным произведением (ϕ,ψ) = ψ>(0)ϕ(0) +

∫ 0
−r ψ>(s)ϕ(s)ds и являются вполне непре-

рывными при t ≥ t0 + r . Предполагаем эти требования выполненными. Задача продолжения
решения системы (1) в сторону убывания времени тесно связана с некорректной задачей вос-
становления предыстории ϕ ∈ H динамического процесса, порождаемого этим решением, по
его истории xt(ϑ, t0, ϕ) , t > t0 . Произвольный элемент u ∈ H будем считать некоторым
приближением точной истории динамического процесса в фиксированный момент времени t .
Тогда для приближенного восстановления предыстории ϕ ∈ H в произвольный момент вре-
мени t0 , t0 < t , требуется найти решение уравнения

Tϕ = T (t, t0) ϕ = u. (2)

При решении поставленной задачи будем использовать метод регуляризации [4].
Регуляризованные решения. Нахождение регуляризованного решения уравнения (2)

связано с поиском элемента ϕα , минимизирующего функционал Mα[ϕ, u] = (Tϕ−u, Tϕ−u)+
αΩ[ϕ] ,ϕ, u ∈ H , где Ω — стабилизирующий функционал, а параметр регуляризации α опре-
деляется как функция допустимой погрешности δ из уравнения невязки (Tϕα − u, Tϕα − u) =
δ2 . Стабилизирующий функционал имеет вид Ω[ϕ] =

∫ 0
−r

(
ϕ>(s)Q(s)ϕ(s) + ϕ′>(s)P (s)ϕ′(s)

)
ds

+ ϕ>(0)Gϕ(0) , где G , Q(s) , P (s) , s ∈ [−r, 0] , — положительно определенные матрицы, и
элементы матричной функции Q интегрируемы с квадратом по Лебегу, а матричной функции
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P — дифференцируемы и их производные интегрируемы с квадратом по Лебегу. Регуляризо-
ванное решение ϕα удовлетворяет системе интегродифференциальных уравнений

(T ∗Tϕ) (ϑ) + α
(
Q(ϑ)ϕ(ϑ)− (

P (ϑ)ϕ′(ϑ)
)′) = (T ∗u) (ϑ), ϑ ∈ [−r, 0], (3)

с краевыми условиями

(T ∗Tϕ) (0) + α
(
Gϕ(0)− P (0)ϕ′(0)

)
= (T ∗u) (0), ϕ′(−r) = 0.

Для получения явной формы системы (3) и краевых условий необходимо использовать пред-
ставления оператора T и сопряженного к нему оператора T ∗ .

Краевые задачи. Рассмотрим задачу продолжения решений системы

dx(t)
dt

= A(t)x(t) + B(t)x(t− r) (4)

в сторону убывания времени. Здесь элементы матричной функции A локально интегрируемы
по Лебегу, а элементы матричной функции B локально интегрируемы с квадратом по Лебегу
на R . Пусть t0 = 0 , t = mr и T = T (mr, 0) , где m — натуральное число. Тогда краевую
задачу для системы интегродифференциальных уравнений (3) можно заменить на краевую за-
дачу для обыкновенных дифференциальных уравнений [5]. Алгоритм продолжения решений
системы (4) в сторону убывания времени можно упростить, если применить итерационную
процедуру. В ней строится последовательность регуляризованных решений ϕkα при следую-
щих условиях: t0 = (k− 1)r , t = kr , T = T (kr, (k− 1)r) , u = ϕ(k−1)α , k = 1, 2, . . . , ϕ0α ∈ H .
В стационарном случае, при выполнении условия det B 6= 0 , краевая задача определяющая
регуляризованные решения в итерационной процедуре имеет вид

ϕ′′k = P−1Qϕk + α−1P−1 (ψk − ϕk−1) ,

ψ′k = − (
B−1AB

)>
ψk −B>χk,

χ′k = Aχk + Bϕk,

ϕk(0) = χk(−r), ϕ′k(−r) = 0, ψk(0) = B>χk(0),

ψk(−r) + αB> (
Gϕk(0) + Pϕ′k(0)

)
= ϕk−1(−r), k = 1, 2, . . . .

Краевая задача сингулярно зависит от параметра регуляризации α . Получены асимптотиче-
ские формулы для регуляризованных решений.
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