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Введение. Численный анализ дифференциальных уравнений, описывающих различные
процессы в композиционных материалах, нередко требует настолько большого количества вы-
числений, что становится практически нереализуемым. Метод асимптотического осреднения
позволяет заменять исходные уравнения на уравнения с т. н. эффективными коэффициента-
ми, которые либо постоянны, либо меняются слабо. Численное решение осредненных задач
существенно менее трудоемко.

Постановка задачи. В области трёхмерного пространства

Ω =
{
x ∈ R3 : 0 < x1 < T1, 0 < x2 < T2, |x3| < h/2

}

рассматривается следующая краевая задача:
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где amn(ξ) — 1-периодические по ξ1 и ξ2 бесконечно дифференцируемые функции, удовлетво-
ряющие условиям симметрии и эллиптичности, T1 ' T2 ' 1 , h << δ << ε . По переменным x1

и x2 на функцию u накладываются также условия T1 - и T2 -периодичности соответственно.
Построение формального асимптотического решения. Формальное асимптотиче-

ское решение задачи представляется в виде ряда по степеням трех малых величин:
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где ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) = (x1/ε, x2/δ, x3/h) .
Функции N q,r

i (ξ) отыскиваются в три этапа, каждый из которых представляет собой ре-
шение обыкновенного дифференциального уравнения. В первом имеет место параметрическая
зависимость от первой и второй быстрых переменных, во втором — от первой быстрой перемен-
ной. В первой из этих трёх ячеечных задач возникают краевые условия, в двух остальных —
условия периодичности. Эффективные коэффициенты â3

αβ выражаются непосредственно че-
рез коэффициенты amn(ξ) .

Функция v(x1, x2) вновь отыскивается в виде ряда по степеням ε, δ/ε и h/ε :
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Нулевое приближение v0,0
0 (x1, x2) можно отыскивать, не прибегая к вычислению функций

N q,r
i (ξ) , соответствующих компонентам асимптотического ряда более высокого порядка.
Обозначим

u
(Q,R)
(P ) =

∑

p=0,P ,

q=0,Q,

r=0,R.

εp

(
δ

ε

)q (
h

δ

)r ∑

|i|=p

N q,r
i (ξ)Div

(Q,R)
(P ) (x1, x2),

v
(Q,R)
(P ) =

∑

k=0,P ,

l=0,Q,

m=0,R.

εk

(
δ

ε

)l (h

δ

)m

vl,m
k (x1, x2).

Тогда имеет место
Теорема Для разности точного и приближенного решений верны следующие интеграль-

ные оценки:
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Доказательство. При доказательстве были использованы априорные оценки для реше-
ния исходной задачи через правые части уравнения и краевого условия.

Замечание. Аналогичные результаты получены для трёхпериодической среды с перио-
дами неоднородности различной степени малости. В этом случае все три ячеечные задачи
будут периодическими. В средах, для которых ячейку периодичности характеризуют толь-
ко два малых параметра, различных по порядку, решение ячеечных задач расщепляется не
на три одномерные составляющие, а две: одномерную (с параметрической зависимостью от
двух других переменных) и частично осреднённую двумерную. Эффективные коэффициенты
в этом случае через коэффициенты исходного уравнения явно не выражаются.
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