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Рассмотрим уравнение

L(u) =
{

uxx + ym uyy = 0, y > 0, 0 < m < 1,
uxy − q

x+y (ux + uy) = 0, y < 0, −1 < 2q < 0

на множестве D , ограниченном прямыми x + y = 0 , x = 1 и гладкой кривой

Γ ≡ Γ0 : (x0 − 1
2
)2 +

4
(2−m)2

y2−m =
1
4
.

Пусть D+ = D
⋂

(y > 0), D− = D
⋂

(y < 0). Для уравнения L(u) доказывается един-
ственность решения задачи в следующей постановке.

Задача V . Найти функцию u(x, y) со свойствами:

u(x, y) ∈ C(D) ∩ C2(D+), u(x, y) ∈ C1(D−), uxy ∈ C(D−);

L(u) ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−;

u(x, y) подчиняется краевым условиям

u(x, y) |Γ= ϕ(x, y), (x, y) ∈ Γ,

u(1, y) |x=1= ψ(y), y ∈ [−1, 0];

u(x, y) подчиняется условию сопряжения

ν+(x) = ν−(x), x ∈ (0, 1),

при этом
ν+(x) = lim

y→+0
uy(x, y), x ∈ (0, 1),

ν−(x) =
∂

∂x

∫ 1

x
(t− x)−r1 u1(t, 0) dt +

∫ 1

x
(t− x)−r2 u2(x,−t) dt,

где 0 < r1, r2 < 1, ϕ(x, y) , ψ(y) — заданные достаточно гладкие функции, причем ϕ(1, 0) =
ψ(0) .

В области D− методом Римана найдено решение задачи Гурса с данными u(x, y) = τ(x),
0 ≤ x ≤ 1, u(1, y) = ψ(y), −1 ≤ y ≤ 0 . Исходя из него, получено выражение для функции
ν−(x)

ν−(x) = −
∫ 1

x
(t− x)−r1 τ ′(t) dt + Ψ(x),
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где

Ψ(x) = −
∫ 1

x
(t− x)−r2(1− t)q dt×

×
∫ 0

−t
[(1 + s)−q ψ(s)]′

(
s− x

1 + s

)q

F

(
−q,−q; 1;

(s− x)(t− y)
(t + x)(y + 1)

)
dt,

и доказан принцип локального экстремума.
Лемма. Пусть функция u(x, y) ∈ C(D−) ∩ C1(D−) , u(x, y) ∈ C(D−) является в области

D− решением уравнения L(u) и u(1, y) ≡ 0 , −1 ≤ y ≤ 0 . Если функция τ(x) = u(x, 0) из
класса C[0, 1] ∩ C1(0, 1) достигает свое наибольшее положительное (наименьшее отрицатель-
ное) значение на отрезке [0, 1] в точке x0 ∈ (0, 1) , то ν−(x0) > 0 (ν−(x0) < 0) .

В области D+ известен принцип экстремума [1]. Основываясь на этих принципах экстре-
мума, доказана теорема единственности решения задачи V для уравнения L(u) .

Теорема. Если существует решение задачи V , то оно единственно.
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