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Известно, что линейные дифференциальные уравнения в банаховых пространствах с вы-
рожденным оператором в главной части разрешимы в классе непрерывных функций при опре-
деленных соотношениях между начальными данными и правыми частями. Поэтому естествен-
ным образом возникает задача построения обобщенных решений, для которых нет проблемы
такого согласования. Автоматическими следствиями построения обобщенных решений явля-
ются проблемы: построение собственно самого обобщенного решения, выделение классов обоб-
щенных функций, в которых такое решение будет единственным, получение условий совпаде-
ния обобщенных решений с непрерывными, если таковые существуют. В полном объеме эту
триаду задач удается решить с помощью конструкции фундаментальной оператор-функции,
введенной автором. В цикле работ [1, 2] были построены фундаментальные оператор-функции
для ряда дифференциальных, интегральных и интегро-дифференциальных операторов пре-
имущественно зависящих от одной переменной. Но в последнее время удалось конструкцию
фундаментальной оператор-функции перенести и на некоторые дифференциальные уравнения
в частных производных. В представляемом докладе сделан обзор результатов как из [1, 2], так
и новых. Приведем здесь один из новых результатов, при этом будем придерживаться обозна-
чения и терминологии работ [1, 2].

Введем условие
A) R(B) = R(B), оператор B фредгольмов, т.е. dimN(B) = dim(B∗) = n и имеет полный

A — жорданов набор, элементы {ϕ(j)
i , i = 1, n, j = 1, pi} составляют этот набор, а функци-

оналы {ψ(j)
i , i = 1, n, j = 1, pi} образуют соответствующий полный A∗ — жорданов набор

оператора B∗, 〈ϕ(1)
i , γk〉 = δik, 〈zi, ψ

(1)
k 〉 = δik, i, k = 1, . . . , n.

При выполнении условия А) оператор Γ =
(
B +

∑n
i=1〈·, γi〉zi

)−1 является ограниченным,
а оператор Q =

∑n
i=1

∑pi
j=1〈·, ψ(j)

i 〉Aϕ
(pi+1−j)
i , проектором.

Теорема 1. Если оператор A непрерывно обратим, выполнены условие А) и оценка

max
(
‖ e−α(AΓ)−1 ‖, ‖ e−α(Γ∗A∗)−1 ‖

)
≤ Ke−αC , K > 0, C ≥ 0 ∀α ≥ 0, то вырожденный

оператор теплопроводности на классе K ′(R1
+ ⊗ R2N ;E2) имеет фундаментальную оператор-

функцию

E2N (t, x̄) = Γδ(t, x̄) ∗ 1
(4πt)N

(
(AΓ)−1

)N
exp

(
−(AΓ)−1|x̄|2

4t

)[
I −Q

]
θ(t)−

−
n∑

i=1

[
pi−1∑

k=0

{
pi−k∑

j=1

〈·, ψ(j)
i 〉ϕ(pi−k+1−j)

i

}(
V2N (x̄)∗

)k+1
· δ(k)(t)

]
,

где V2(x̄) = 1
2π ln 1

|x̄| и VN (x̄) = 1
(N−2)·σN ·|x̄|N−2 , при N ≥ 3, σN — площадь поверхности

единичной сферы в RN .
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Если оператор AΓ позитивен [3], то существуют ограниченные операторы
√

AΓ
−1

и (AΓ)−1 =
(
√

AΓ
−1

)2 и результат теоремы 1 распространяется на операторы теплопроводности с нечет-
ным количеством пространственных переменных.

Теорема 2. Если выполнены условия теоремы 1 и оператор AΓ позитивен, то оператор-
функция

E2N+1(t, x̄) = Γδ(t, x̄) ∗ 1
(2
√

πt)2N+1

(√
AΓ

−1
)2N+1

· exp

(
−(AΓ)−1|x̄|2

4t

)[
I −Q

]
θ(t)−

−
n∑

i=1

[
pi−1∑

k=0

{
pi−k∑

j=1

〈·, ψ(j)
i 〉ϕ(pi−k+1−j)

i

}(
V2N+1(x̄)∗

)k+1
· δ(k)(t)

]
,

является фундаментальной для вырожденного оператора теплопроводности с (2N + 1) про-
странственными переменными.

В предположении выполнения условий теоремы 1 (или 2) рассмотрим задачу Коши для
уравнения теплопроводности

B
∂u(t, x̄)

∂t
−A∆u(t, x̄) = f(t, x̄), u(t, x̄)|t=0 = u0(x̄) t > 0, x̄ ∈ Rm.

В обобщенных функциях эта задача переписывается следующим образом

(Bδ′(t) · δ(x̄)−Aδ(t) ·∆δ(x̄)) ∗ v(t, x̄) = f(t, x̄)θ(t) + Bu0(x̄)δ(t),

соответственно обобщенное решение задачи Коши имеет вид

v(t, x̄) = Em(t, x̄) ∗ (f(t, x̄)θ(t) + Bu0(x̄)δ(t)).

В случае, когда все pi = 1, i = 1, . . . , n обобщенное решение содержит только регулярную
составляющую и совпадает с классическим (непрерывным) решением, если начальное условие
u0(x̄) и правая часть уравнения f(t, x̄) связаны соотношениями

〈
Au0(x̄), ψ(1)

i

〉
+

∫

Rm

Vm(x̄− ȳ)
〈
f(0, ȳ), ψ(1)

i

〉
dȳ ≡ 0, i = 1, . . . , n.
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