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Уравнение Захарова – Кузнецова

ut + uxxx + uxyy + uux = 0 (1)

является одним из вариантов многомерного обобщения уравнения Кортевега – де Фриза и
описывает распространение нелинейных волн в диспергирующей среде. Волны движутся в
направлении оси 0x и испытывают деформации в поперечном направлении.

Для уравнения (1) рассматриваются начально–краевые задачи в трех различных областях:
1) Π+

T = {(t, x, y) : 0 < t < T, x > 0, y ∈ R} , 2) Π−T = {(t, x, y) : 0 < t < T, x < 0, y ∈ R} ,
3) QT = {(t, x, y) : 0 < t < T, x ∈ (0, 1), y ∈ R} . Во всех трех случаях ставится начальное
условие

u
∣∣
t=0

= u0(x, y) (2)

и краевые условия следующего вида:
1) для задачи в Π+

T одно условие
u
∣∣
x=0

= u1(t, y), (3)

2) для задачи в Π−T два условия

u
∣∣
x=0

= u2(t, y), ux

∣∣
x=0

= u3(t, y), (4)

3) для задачи в QT три условия

u
∣∣
x=0

= u1(t, y), u
∣∣
x=1

= u2(t, y), ux

∣∣
x=1

= u3(t, y). (5)

Решения u(t, x, y) рассматриваемых задач строятся в следующих функциональных про-
странствах Zk((0, T ) × I × R) для натуральных k , где I = R+ , I = R− или I = (0, 1)
соответственно:

1)Dm
t u ∈ C([0, T ]; Hk−3m(I × R)), m ≤ k/3;

2)Dl
xu ∈ Cb(I; H(k−l+1)/3,k−l+1

t,y ((0, T )× R)), l ≤ k + 1;

3)Dm
t Dl

xDj
yu ∈ L2(I; Cb([0, T ]× R)), 3m + l + j ≤ k − 1;

4)Dm
t Dl

xDj
yu ∈ L2(0, T ; Cb(I × R)), 3m + l + j ≤ k

(здесь везде m, l, j — целые неотрицательные числа).
Изучается вопрос о локальной и глобальной корректности поставленных задач. Под кор-

ректностью понимается существование, единственность и непрерывная зависимость решений
от граничных данных в рассматриваемых функциональных пространствах. В случае локаль-
ной корректности значение параметра T зависит от граничных данных, в случае глобальной —
является любым положительным числом.
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Чтобы сформулировать полученные результаты введем вспомогательные функции, свя-
занные с условиями согласования граничных данных: положим Φ0(x, y) ≡ u0(x, y) , а для
натуральных m

Φm(x, y) ≡ −(D3
x + DxD2

y)Φm−1(x, y)−
m−1∑

l=0

C l
m−1Φl(x, y)DxΦm−l−1(x, y).

Теорема 1.Пусть u0 ∈ Hk , u1 ∈ H
(k+1)/3,k+1
t,y для некоторого натурального k , Dm

t u1(0, y) ≡
Φm(0, y) для 0 ≤ m < k/3 . Тогда задача (1),(2),(3) глобально корректна в Zk(Π+

T ) .
Теорема 2. Пусть u0 ∈ Hk , u2 ∈ H

(k+1)/3,k+1
t,y , u3 ∈ H

k/3,k
t,y для некоторого натурального

k , Dm
t u2(0, y) ≡ Φm(0, y) для 0 ≤ m < k/3 , Dm

t u3(0, y) ≡ Φm x(0, y) для 0 ≤ m < (k − 1)/3 .
Тогда задача (1),(2),(4) локально корректна в Zk(Π−T ) .

Теорема 3. Пусть u0 ∈ Hk , u1, u2 ∈ H
(k+1)/3,k+1
t,y , u3 ∈ H

k/3,k
t,y для некоторого натурально-

го k , Dm
t u1(0, y) ≡ Φm(0, y) , Dm

t u2(0, y) ≡ Φm(1, y) для 0 ≤ m < k/3 , Dm
t u3(0, y) ≡ Φm x(1, y)

для 0 ≤ m < (k − 1)/3 . Тогда задача (1),(2),(5) глобально корректна в Zk(QT ) при k ≥ 3 и
локально корректна при k ≤ 2 .

Условия на граничные функции являются естественными, так как они индуцированы свой-
ствами оператора Dt + D3

x + DxD2
y , а именно, если рассмотреть линейную задачу Коши

vt + vxxx + vxyy = 0, v
∣∣
t=0

= v0(x, y) ∈ Hk,

то для решения этой задачи v ∈ Cb(Rt;Hk) справедливо следующее свойство: равномерно по
x ∈ R ∥∥D

1/3
t v

∥∥2

H
k/3,k
t,y

+
∥∥Dxv

∥∥2

H
k/3,k
t,y

+
∥∥Dyv

∥∥2

H
k/3,k
t,y

∼ ‖v0‖2
Hk .

Аналогичные результаты о глобальной корректности задачи Коши для уравнения (1) были
получены в работе [1]. Глобальная корректность задачи (1)–(3) в пространстве Z1(Π+

T ) ранее
установлена в работе [2].
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