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Пусть G – ограниченная область в Rn , n ≥ 2 , с непрерывной по Липшицу границей ∂G ,
0 < T < +∞ , Q = G × (0, T ) , Γ = ∂G × [0, T ] . В [1,2] сформулирован вариационный метод
построения решений системы Навье-Стокса

ut + (u∇)u− µ4u = ∇P + f̂ , (1)

u|Γ = 0, u|t=0 = u0, (2)

divu = 0, (3)

при котором условие соленоидальности (3) не включается в определение решения задачи (1)–
(2), а удовлетворяется посредством минимизации функционала J =

∫
Q(divu)2dQ . Заметим,

что исследование разрешимости начально-краевой задачи (1)–(2) является весьма сложной
проблемой, поскольку для ее решений не удается получить глобальных априорных оценок. В
настоящей работе предлагается заменить уравнение движения (1) на уравнение

ut + (u∇)u +
u

2
divu− µ4u = f, (4)

где вектор-функцию f = ∇P + f̂ будем считать известной. Подобная замена оправдана тем,
что при выполнении условия соленоидальности (3) уравнения (1) и (4) совпадают, но разре-
шимость начально-краевой задачи (4), (2) может быть исследована, что будет показано ниже.

Обозначим через H = (L2(G))n , (·, ·) , ‖ · ‖ — скалярное произведение и норма в H ;
Hk ⊂ H , k = 1, 2 — пространства вектор-функций высоты n равных нулю на Γ , все про-
странственные производные которых до порядка k включительно принадлежат H ; H−k —
сопряженные с Hk пространства при отождествлении H со своим сопряженным;

Y = L2(0, T ;H1), Y ∗ = L2(0, T ;H−1),

V = {u ∈ Y, ut ∈ Y ∗}, W = {u ∈ L2(0, T ; H2), ut ∈ (L2(Q))2}.
Умножая (4) на u скалярно в H , получаем для гладких решений задачи (4),(2) равенство

(ut, u)+µ‖∇u‖2 = (f, u). Используя вытекающую из него априорную оценку и метод Галеркина
со специальным выбором базиса [3], можно показать, что верна следующая

Теорема 1. При всех u0 ∈ H и f ∈ Y ∗ задача (4),(2) имеет хотя бы одно решение
u ∈ Y ∩ L∞(0, T ; H) , для которого при почти всех t ∈ [0, T ] выполняется неравенство

1
2
‖u(t)‖2 + µ

∫ t

0
‖∇u‖2dt′ ≤ 1

2
‖u0‖2 +

∫ t

0
(f, u)dt′.

Более полные результаты удается получить для случая n = 2 . А именно, справдлива
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Теорема 2. Пусть n = 2 , тогда при всех u0 ∈ H и f ∈ Y ∗ задача (4),(2) имеет един-
ственное решение u ∈ V . Если к тому же u0 ∈ H1 , f ∈ (L2(Q))2 и граница ∂G есть кривая
класса C2 , то u ∈ W .

Обозначим через F разрешающий оператор задачи (4),(2), то есть представим ее решение
в виде u = F (u0, f) . Кроме того, введем в рассмотрение линеаризонанную задачу

vt + (u∇)v +
u

2
divv + (v∇)u +

v

2
divu− µ4v = h, (5)

v|Γ = 0, v|t=0 = v0. (6)

Имеет место следующая
Теорема 3. Пусть n = 2 , тогда F задает непрерывное и дифференцируемое отображение

пространства H×Y ∗ на V , причем его производная Фреше является разрешающим операто-
ром задачи (5)–(6). Если к тому же граница ∂G ∈ C2 , то F непрерывен и дифференцируем
по Фреше как оператор, действующий из H1 × (L2(Q))2 на W .
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